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Kapitel 1

Einleitung

Die Quantenchromodynamik (QCD) ist die Theorie, von der man annimmt, daf sie die
starke Wechselwirkung beschreibt. Bei dieser Theorie handelt es sich um eine Eichtheo-
rie, in der — wie in jeder Eichtheorie — unterschiedliche Eichfeldkonfigurationen die gleiche
Physik beschreiben, so daf} eine Redundanz in der Anzahl von Freiheitsgraden in der Theorie
vorliegt. Diese Redundanz kann dazu benutzt werden, einige Eichfelder durch eine soge-
nannte Eichfixierung zu eliminieren. Klassisch versteht man unter dieser Elimination das
zu Null Setzen bestimmter Eichfreiheitsgrade. In der quantisierten Theorie ist jedoch zu
beachten, daf es sich bei den Eichfeldern um Operatoren in einem Hilbertraum handelt, die
nicht einfach in einer Operatoridentitat gleich dem Nulloperator gesetzt werden kénnen, da
die kanonischen Kommutatorrelationen zwischen Eichfeldern und deren konjugierten Impul-
sen beachtet werden miissen. Unter der Elimination von Eichfreiheitsgraden versteht man
hier einfach nur, dal die Symmetrie des Hamilton-Operators derart ausgenutzt wird, daf3
bestimmte Eichfreiheitsgrade durch Anwendung unitirer Transformationen nicht mehr im
Hamilton-Operator auftreten.

Im Rahmen einer Hamiltonschen Formulierung der Theorie bietet es sich an — noch un-
mittelbar bevor man die Theorie durch Forderung kanonischer (Anti-)Kommutatorrelationen
quantisiert —, in die sogenannte Weyl-Eichung iiberzugehen, in der auf klassischer Ebene
die Null-Komponente des Eichfeldes zu Null gesetzt (Ag = 0) wird'. Da auf diese Weise die
zu Ay gehorige Euler-Lagrange-Gleichung — das Gaufsche Gesetz — verloren geht, muf
diese extra als eine Zwangsbedingung an physikalische Zusténde gefordert werden: physi-
kalische Zustdnde werden als Eigenzustdnde des Gau-Gesetz-Operators — dieser ist als
der nach Null aufgeléste Term der Ajp-Euler-Lagrange-Gleichung in Operatorform erklart —
zum Eigenwert Null definiert.

Diese als Gaufl-Gesetz bezeichnete Zwangsbedingung an physikalische Zusténde ist ins-
besondere abhingig von den konjugierten Impulsen II der rdumlichen Komponenten der
Eichfelder [f, die auch in der Weyl-Eichung noch eine Eichfreiheit aufweisen. Das Gauf3-
Gesetz kann nun dazu benutzt werden zu entscheiden, welche Eichfreiheitsgrade durch eine
weitere Eichfixierung am vorteilhaftesten zu eliminieren sind. Das Kriterium bei dieser Ent-

!'Dadurch werden Schwierigkeiten bei der kanonischen Quantisierung von Ag — aufgrund des Fehlens
der Zeitableitung von Ay in der Lagrangedichte und dem daraus resultierenden Problem der Definition eines
konjugierten Impulses zu Ag — vermieden.
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scheidung ist, nach welchen konjugierten Impulsen der Eichfelder sich das Gaufl-Gesetz am
leichtesten auflosen 148t. Denn wird eine Eichfixierung in den dazugehorigen Eichfreiheits-
graden vorgenommen, d.h. werden diese Eichfreiheitsgrade durch eine unitéire Transforma-
tion aus dem Hamilton-Operator eliminiert, so kann mit Hilfe des Gauf}-Gesetzes ein im
physikalischen Sektor giiltiger Ausdruck fiir die konjugierten Impulse dieser Eichfreiheits-
grade gefunden werden, so dafl diese ebenfalls im Hamilton-Operator des physikalischen
Sektors nicht mehr auftreten. Erst durch die Elimination von Eichfreiheitsgraden mitsamt
den dazugehorigen konjugierten Impulsen aus dem Hamilton-Operator des physikalischen
Sektors wird in konsistenter Weise eine Eichfixierung durchgefiihrt 2.

Das Auflésen des Gauf3-Gesetzes nach konjugierten Impulsen irgendwelcher Eichfreiheits-

grade ist in jedem Fall mit der Invertierung eines Operators verbunden. Wie man sich am
einfachsten in der Eigenbasis dieses Operators klar macht — dort kann man den Opera-
tor in seiner Wirkung auf einen Basisvektor durch den dazugehorigen Eigenwert ersetzen
—, treten Probleme bei der Operatorinvertierung genau dort auf, wo der Operator ver-
schwindene Eigenwerte besitzt. Die bei der Invertierung resultierenden Singularitdten bei
verschwindenen Eigenwerten bezeichnet man als Infrarotsingularititen®. Um diesen Infra-
rotschwierigkeiten in wohldefinierter Weise zu begegnen, mufl man die Null-Eigenwerte aus
dem (kontinuierlichen) Spektrum isolieren, um sie dann in gesonderter Weise zu behandeln.
Die erforderliche Diskretisierung des Spektrums wird dadurch erreicht, daffi man von dem
zu invertierenden Operator, welcher sich in der 3+1 dimensionalen Theorie als Z-abhéngig
erweist, fordert, dafl er periodischen Randbedingungen unterliegt*. Diese Periodizitit wird
automatisch erfiillt, wenn die Theorie in der Weyl-Eichung von vornherein auf einem Torus
formuliert wird®. Man formuliert die Theorie also auf einem Torus, um Infrarotschwierig-
keiten geeignet zu begegnen.
Wie bereits erwdahnt, werden am vorteilhaftesten diejenigen Eichfreiheitsgrade durch die
Eichfixierung eliminiert, nach deren konjugierten Impulsen sich das Gaul-Gesetz am ein-
fachsten auflosen 148t. Ob die Auflésung des GauB-Gesetzes nach konjugierten Impulsen
der gerade betrachteten Eichfreiheitsgrade nun einfach ist oder nicht, 148t sich auf forma-
ler Ebene an dieser Stelle noch nicht entscheiden, da die Auflosung des Gaufl-Gesetzes nur
mit der (formalen) Invertierung eines Operators verbunden ist®. Will man die Invertie-
rung jedoch explizit machen, so mufl man in die Eigenbasis des zu invertierenden Operators
ibergehen, um den Operator in seiner Wirkung auf Basisvektoren durch Zahlen (Eigen-
werte) ersetzen zu konnen. Dafiir mufl notwendigerweise das Eigenwert-Problem des zu
invertierenden Operators gelost werden. Mit der einfachen Auflésung des (transformier-
ten) GauB-Gesetzes ist daher gemeint, dal das Eigenwert-Problem des mit dieser Auflosung
verbundenen Operators einfach, d.h. analytisch 16sbar ist.

2Siehe dazu aber auch [See95].

3In Anlehnung an die bei Entwicklungen iiblich benutzte Basis von ebenen Wellen (Fouriertransfor-
mation!), in der Wellenzahlvektoren k als Eigenwerte eines Impulsoperators auftreten und verschwindene
Eigenwerte somit grofen Wellenléngen (infrarot) entsprechen.

4Damit sollten auch die Eigenzustinde periodischen Randbedingungen unterliegen, was zur Diskretisie-
rung des Spektrums fiihrt.

°D.h. wenn von vornherein fiir die Eichfelder periodische Randbedingungen und fiir die Massefelder
quasiperiodische Randbedingungen gefordert werden.

6Formal 148t sich das Inverse eines Operators O einfach als O~ schreiben.



Auf dieses Kriterium hin kénnen nun die iiblich verwendeten Eichbedingungen unter-

sucht werden. Die Lorentz-Eichbedingung kommt von vornherein nicht in Frage, da wir
durch Verwendung des Hamiltonschen Formalismus und der Weyl-Eichung uns schon gegen
eine kovariante Eichung entschieden haben. Bei der Coulomb-Eichung, in der der longi-
tudinale Anteil des Eichfeldes aus dem Hamilton-Operator eliminiert wird, ist in der 3+1
dimensionalen QCD mit der Auflésung des GauB-Gesetzes nach dem longitudinalen Anteil
des konjugierten Impulses die Invertierung eines Operators verbunden, dessen Eigenwert-
Problem nicht analytisch gelost werden kann. Einzig in der Axialen Eichung, in der die
3-Komponente des Eichfeldes aus dem Hamilton-Operator eliminiert wird, ist der zu inver-
tierende Operator mit einem analytisch 16sbaren Eigenwert-Problem verkniipft.
Es bietet sich also an, die QCD im Hamiltonschen Formalismus in der Weyl-Eichung auf
einem Torus zu formulieren und die weitere Eichfixierung in der Axialen Eichung durch-
zufithren. Nun zeigt sich jedoch, dafl die Formulierung auf dem Torus die vollstandige
Elimination der 3-Komponente des Eichfeldes aus dem Hamilton-Operator verhindert. In
einer Arbeit von Lenz et al. [Len94.2] wird daher in einem ersten Schritt zunéchst soviel
von der 3-Komponente des Eichfeldes durch eine unitéire Transformation aus dem Hamilton-
Operator eliminiert, wie mit einer Formulierung auf dem Torus vertrédglich ist. In einem
zweiten Schritt wird dann ein niederdimensionales Feld in den 1,2-Komponenten des Eichfel-
des aus dem Hamilton-Operator entfernt. Dieses Vorgehen bei der Eichfixierung werden wir
der Einfachheit halber als Axiale Eichung bezeichnen. In einer von Palumbo vorgeschlagenen
klassischen Eichbedingung [Pal86], die von M.Thies in den quantenmechanischen Formalis-
mus der Eichfixierung iibertragen wurde [Thi93], wird alternativ in einem ersten Schritt nur
soviel von der 3-Komponente des Eichfeldes eliminiert, wie im schwachen Kopplungslimes
g — 0 mit der Auflosung des Gauf3-Gesetzes nach dem zugehorigen konjugierten Impuls
vertriglich ist. Man erwartet daher, dal die sogen. Palumbo-Eichung insbesondere fiir den
schwachen Kopplungslimes geeignet ist. In einem 2. und 3. Schritt der Eichfixierung werden
dann niederdimensionale Felder in der 2- und 1-Komponente des Eichfeldes — in volliger
formaler Analogie zum ersten Schritt der Eichfixierung — aus dem Hamilton-Operator eli-
miniert (siche [See95]).

Sowohl in der Palumbo-Eichung als auch in der Axialen Eichung verbleiben nach der
Eichfixierung globale, d.h. Z-unabhingige Rest-GauB-Gesetze in der Theorie, die nicht
mehr durch Auflésung nach konjugierten Impulsen in den Hamilton-Operator implementiert
werden, da eine weitere Auflosung formal sehr aufwendig wird. Diese Rest-Gauf3-Gesetze
definieren die physikalischen Zustdnde nach den unitéren Eichfixierungstransformationen.

Im Rahmen dieser Arbeit sollen nun Axiale und Palumbo-Eichung in einer Raum- und
einer Zeitdimension (1+1 dim) vergleichend dargestellt werden. In 1 + 1-Dimensionen ist
die Eichung bereits nach der ersten unitdren Transformation fixiert. Dies fiihrt dazu, daf
die Palumbo-Eichung sich von der Axialen Eichung nur dadurch unterscheidet, daf} sie nicht
so weit fixiert wurde wie die Axiale Eichung. Einen neuen Namen (ndmlich Palumbo-
Eichung) fiir die nicht so weit fixierte Axiale Eichung einzufiihren, erscheint eigentlich nicht
gerechtfertigt und ist nur vom Standpunkt der 3+1 dimensionalen Theorie zu verstehen.

Innerhalb einer Approximation wollen wir in der 141 dimensionalen Theorie eine alter-
native Methode zur Eichfixierung mittels unitdrer Transformationen vorstellen. Auf diese
Weise werden wir die Hamilton-Operatoren der Axialen und der Palumbo-Eichung ineinan-
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der iiberfiihren.

In Arbeiten von B.Schreiber und M.Engelhardt ([Sch93], [Eng94], [Eng95]) wurde ge-
zeigt, daB in der 141 dimensionalen QCD durch die sorgfiltige Betrachtung der Theorie
auf dem endlichen Intervall eine partielle Rechtfertigung fiir das Farbdogma des nichtrelati-
vistischen Quarkmodells moglich ist. Dieses Farbdogma besagt, dafi Quarks in realisierten
Zusténden stets zum Farbsingulett abgekoppelt werden. Der Rest der Wellenfunktion (Ort,
Spin, Flavor) ist dann wegen des Pauliprinzips symmetrisch unter Austausch der Quarks.

Die Rechtfertigung des Farbdogmas folgte insbesondere aus der detaillierten Untersu-
chung des Spektrums des eichfixierten Hamilton-Operators in der Approximation statischer,
d.h. unendlich schwerer Quarks. In [Sch93] wurde dieses Spektrum auf analytische Weise ex-
akt bestimmt. Wir wollen zeigen, wie man diese exakten Resultate bereits in einer Storungs-
rechnung in L erhalten kann, wobei L der Umfang des Kreises ist, auf dem man die Theorie
formuliert.

Die Arbeit ist folgendermafien gegliedert.

Im 2.Kapitel werden wir ausgehend vom Weyl-Hamilton-Operator der 141 dimensiona-
len QCD die eichfixierten Hamilton-Operatoren der Axialen und der Palumbo-Eichung fiir
eine SU(N)-Theorie ableiten. Dieses Kapitel dient uns in erster Linie zur Einfithrung in die
verwendeten Bezeichnungen und Groflen.

Im 3.Kapitel beschéftigen wir uns mit der kinetischen Energie der Nullmoden in Axia-
ler und Palumbo-Eichung. Wir referieren die auf die 141 dimensionale QCD {ibertragenen
Ergebnisse aus [Len94.2] fiir die Axiale Eichung und iibertragen die beschriebene Vorge-
hensweise auf die Palumbo-Eichung.

Im 4.Kapitel spezialisieren wir die Theorie auf den statischen Limes der 1+1 dimen-
sionalen QCD mit einer SU(2)-Farbgruppe und fiir baryonische Zusténde. In der Axialen
Eichung konstruieren wir zunéchst nach dem Vorbild von [Sch93] die physikalischen Baryon-
zustdnde und iibertragen das Konstruktionsprinzip anschliefend auf die Palumbo-Eichung.
Abschliefend werden wir in Stérungsrechnung 1.0rdnung in L das Spektrum des vollsténdig
eichfixierten Hamilton-Operators in der beschriebenen Approximation bestimmen.

Im 5.Kapitel werden die Ergebnisse zusammengefafit und diskutiert.



Kapitel 2

Der eichfixierte Hamilton-Operator
in 1+1 Dimensionen

Ausgangspunkt unserer Uberlegungen ist der Hamilton-Operator der 1+1 dimensionalen
QCD fiir eine SU(N)-Theorie in der Weyl-Eichung Ay =0 1,

H= /O da:{—zﬁﬂ(x)a(@m—igA(x))w(:c)—i—mwT(a:)ﬁw(x)—l—%H“(m)l’[a(z) .21

zusammen mit dem GauB-Gesetz, das die physikalischen Zusténde des Hilbertraums defi-
niert,

G(z)|phys) =0 ,a=1,...,N*—1 (2.2)
wobei
G(x) = D*(x)II°(z) + gpy, (x) (2.3)
mit
D “(z) = 0,0+ gf*Ab(x) | (2.4)
A
(o) = vl(@)Fe@) (2:5)
Wir verwenden die iibliche Abkiirzung
Ax) = A“(x)% (2.6)

und vereinbaren, dafl mit Null indizierte Farblabel (z.B. ag) zur Cartan Unteralgebra der
SU(N)-Generatoren — d.h. in der gewohnlichen Darstellung zu diagonalen A-Matrizen —
gehoren?.

Die Theorie soll auf einem Kreis des Umfangs L formuliert werden. Man fordert daher,

Alx+L) = A(z) , (2.7)
Y+ L) = %) , ¢ beliebig . (2.8)

'Man beachte, daf} es in 1+1 Dimensionen kein B-Feld gibt und daf kein Spin existiert, da die Antikom-
mutationsalgebra der Dirac’schen y-Matrizen bereits von 2 x 2-Matrizen erfiillt wird.
2In der SU(N) gehéren N — 1 der N2 — 1 Generatoren zur Cartan Unteralgebra.

7
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Die Quantisierung des Systems erfolgt durch Postulieren der kanonischen (Anti-)Kommu-

tatorrelationen?®
) T . B o «, ﬁ = ]-7 2 )
Vsl V), 0] = dasdidle—y) BT  £)
[Ha(x),Ab(y)} ~ Lsu@—y) , ab=1,...,N>—1 . (2.10)
- 1

Der Weyl-Hamilton-Operator (2.1) besitzt eine Symmetrie unter (residuellen) Eichtransfor-
mationen,

U(x) = W) = ey | (2.11)

Alz) — Ax) = 9@ (A(:c)—i—;&r) e~19A(@) (2.12)

mit beliebiger z-abhingiger SU(N)-Matrix e*9%®),
Um in die Axiale* bzw. in die Palumbo-Eichung iiberzugehen®, transformiert man den
Weyl-Hamilton-Operator mit dem unitdren Operator

L
Ui = e -1 [ s @ew)] (2.13)
0
wobei die Eichfunktion £(z) beim Ubergang zur Palumbo-Eichung gegeben ist durch
¢i9€Pa(2) — igT(x) o —ig g (2.14)

bzw. beim Ubergang zur Axialen Eichung durch

ci96ax(2) — igr(z) o —ig 7z SigA (2.15)
mit den Definitionen
ciom(@)  _ peia [y dr' Al ’ 16)
e’ = oL (2.17)
und der unitiren Matrix e*9?, die per Definition 6 = 0“’\7& diagonalisiert,
e NoT o q
e AR = ¢ , a= C()Z:l ac(’? . (2.18)

3a ist der Dirac-Index, 4 ist der Farbindex.

4Tn 141 Dimensionen bezeichnet man die Axiale Eichung auf dem Kreis aufgrund ihrer klassischen
Eichbedingung 9, A(x) = 0 auch als Coulomb-Eichung.

Fiir eine detaillierte Gegeniiberstellung von Axialer und Palumbo-Eichung in 3+1 Dimensionen, die
auch die Wahl der Eichfunktionen motiviert, siche [See95].



Die Palumbo-Eichung unterscheidet sich in 141 Dimensionen von der Axialen Eichung damit
im wesentlichen um eine abschliefende Diagonalisierung. Die Wahl obiger Eichfunktionen
bedeutet fiir die Palumbo-Eichung, dafl

A ; A 0
A’(;p) — o 19€pal(2) <A(a?) + 1&8)6195%1(96) — 7 (2.19)
g
und fiir die Axiale Eichung, daf}
Al(x) = e798ax(®) (A(m) + 1(%) ei9eax@) — ¢ (2.20)
g

Bei der Transformation des Hamilton-Operators (2.1) mit Ul beschrénkt man sich auf den
physikalischen Sektor, da die Transformation des chromoelektrischen Feldes IT — aufgrund
der komplizierten Abhéngigkeit der unitdren Transformation Uy von A iiber die Eichfunk-
tion & — grofle technische (noch unbewéltigte) Schwierigkeiten bereitet.

Im physikalischen Sektor kann man das GauB-Gesetz (2.2) ausnutzen, um das transformierte
chromoelektrische Feld UIIUT durch andere Freiheitsgrade auszudriicken,

_ 1 __
UIU'|phys) = U{<_)59pm:| U'|phys)
— —%eigfgpme_igglp/ﬁ;8> (2.21)
mit -
‘phys> = U|phys> (2.22)

und den jeweiligen Ausdriicken fiir ¢ in Axialer (2.15) und Palumbo-Eichung (2.14).

Um diesen Ausdruck (2.21) explizit zu machen, mu8 UTIUT in die Eigenbasis von D ent-
wickelt werden, so daf§ D in der Wirkung auf seine Eigenvektoren durch seine Eigenwerte
ersetzt werden kann. Das Eigenwert-Problem

D

Cc,n) = Z‘,uc,n

Con) (2:23)

wird geldst durch®

~ . .9 .
U = eng(m)e—zgfa:eng7

~ ~ 1 - 2T
z|Con) = UzZU—=e'Tm™ mit R 2.24
( C7 ) \/E (Zc)ij - \/Lﬁ(sipé‘jq ; c= C(Qap) ( )
2mn
Hegmm = T+ g(ag—a,) , n=0+1,+2,... |, (2.25)

wobei a, das ¢-te Diagonalelement der Diagonalmatrix a darstellt. Wir merken an, dafl
verschwindene Eigenwerte zu n = 0 und ¢ = ¢4 =: ¢y gehoren. Im Fall des schwachen

SWir weichen bei der Normierung der Eigenvektoren von der in [Len94.2] gewihlten Konvention ab, um
die Vollsténdigkeitsrelation einfacher zu schreiben. Bei uns ist der rdumliche Anteil der Eigenvektoren auf
fOL, in [Len94.2] auf + fOL normiert.
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Kopplungslimes g — 0 sind verschwindene Eigenwerte bereits dquivalent zu n = 0.
Fiir die Eigenvektoren gelten Orthogonalitits- und Vollstdndigkeitsrelation in der Form,

(Cc,n Cn> = Occ/Onns (2.26)

Gen ) (Gem

Insbesondere gilt durch Einschub eines vollstéandigen Satzes von Orts-Farb-Zusténden,

(an Ca,m) = ZZQZ: /0 " dx <Cc,n T, a) <;17, a Cc’,n’)

N2-1

L
= Y [ (2.28)
a=1 70 , 7
Entwickelt man nun UIIUT in die Eigenvektoren von D,

onut) =3 [cen) (Gen

so kann man mit Hilfe von (2.21) im physikalischen Sektor schreiben,

onut) phys) = 3" | ) (Gen

c,n

=1 . (2.27)

2

cn

UHUT> : (2.29)

- %Gigggpme‘igf> |phys)

- [ Z Cc,n) (Cc,n T) + Z Cco,0> (Cco,o UHUT> ‘phys>
,u:;ln;é() ’ (/"'COC,%:O)
(2.30)

Man erhélt fiir die Entwicklungskoeffizienten einen im physikalischen Sektor giiltigen Aus-
druck in Form anderer Freiheitsgrade nur dann, wenn der zugehorige Basisvektor kein Ei-
genvektor von D zum Eigenwert Null ist. Fiir den Fall des schwachen Kopplungslimes g — 0
sind verschwindene Eigenwerte bereits dquivalent zu n = 0. Dieser Umstand motiviert in
der 341 dimensionalen Theorie, das GauB-Gesetz (2.21) im Fall n = 0 nicht auszunutzen,
um einen auch fiir den schwachen Kopplungslimes geeigneten Ausdruck fiir UTIUT zu bekom-
men. Dieser Ausdruck fiir UIIUT wird dann in der Palumbo-Eichung verwendet”. Wir folgen
dem Vorbild der 341 dimensionalen Theorie und nutzen das GauBl-Gesetz im Fall n = 0
nicht aus, so dafl wir fiir weniger Entwicklungskoeffizienten als in (2.30) einen Ausdruck in
Form anderer Freiheitsgrade im physikalischen Sektor erhalten,

Unut) [phys) - [Z o) (Gom %) £ 3 [6eo) (GeoUmIUT) | [phys).
ik o (n=0)
(2.31)

"Fiir eine genaue Begriindung siehe [See95].
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Wir verwenden fiir das transformierte chromoelektrische Feld UIIUT in der Axialen Eichung
den Ausdruck (2.30) und in der Palumbo-Eichung den Ausdruck (2.31). €% in (2.30) ist
somit durch (2.15), € in (2.31) durch (2.14) gegeben.

Im Fall verschwindener Eigenwerte p., o = 0 bzw. n = 0 haben wir das transformierte
GauB-Gesetz (2.21) nicht ausgenutzt. Daher verbleibt uns in Axialer und Palumbo-Eichung
jeweils ein nicht-implementiertes Rest-Gaufl-Gesetz in der Theorie,

Axiale Eichung; O phys,) = 0, =1,...,N—1 , (2.32)
Palumbo-Eichung: 9Qs.. p/ﬁ;spal> =0 , a=1,...,N*~1 (2.33)
mit
CQges = aQuark + Qéluon ) (234)
wobei®
L
guark = dl‘ p’ran('r) ) (235)
0
1 0
gluon = ;fabceb% (236)
und
lphys,,) = Ul¢.]|phys) | (2.37)
‘phySPal> = U[SPal] phys> . (238)
Es sei angemerkt, da8 sowohl Q.. als auch Q¢, . der SU(N)-Algebra geniigen,
a b _ - prabce
|: Quark? Quarki| - Zf QQuark ) (239)
|: gluon7 leuoni| - ifabCQéluon : (240)

Dies wird sich bei der spéteren expliziten Konstruktion von physikalischen Zusténden als
wichtig erweisen.

Schreiben wir den kinetischen Term der Eichfelder? aus dem Weyl-Hamilton-Operator (2.1)
elegant mit Hilfe des Skalarproduktes (2.28), so ergibt sich hierfiir unter Verwendung von
(2.30), (2.31) im physikalischen Sektor,

8Der Name Qgiuon, der an eine gluonische Ladung erinnern soll, erklirt sich wie folgt: Ladungen lassen
sich als Generatoren globaler Eichtransformationen definieren. Der gluonische Anteil dieses Generators ist
durch Qgruon gegeben.

In der 3+1 dimensionalen Theorie bezeichnet man [ d%%ﬁaﬁ“ als kinetischen, [ d%%é“éa als poten-
tiellen Term der Eichfelder.
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Hcoul
N

— 1 — — 1 €98 gp,,e"19¢

He,n #0
CC,0> <Cc,0
()

bzw.n#0
NS >

+% 3 (UHUT

ifhe.n

UHUT> |phys)

HxNullmode

= <p/il\};S’Hlel + Hyutimode pfh\}/’s> ) (2.41)

wobei sich die Restriktionen in den Summen beziiglich p auf die Axiale Eichung und
beziiglich n auf die Palumbo-Eichung beziehen.

Hyimode 18t definiert als der Anteil des kinetischen Terms der Eichfelder, der aus Entwick-
lungskoeffizienten von UIIUT besteht, die wir im physikalischen Sektor nicht durch andere
Freiheitsgrade ausdriicken konnen. Fiithren wir Abkiirzungen fiir diese Entwicklungskoeffi-
zienten ein,

Axiale Eichung: P = \/Z<Cc0,o

U[gAX]HU[EAX]) , (2.42)

Palumbo-Eichung: Deo = \/Z(Cc,O‘U[EPaﬂHU[TgpalO , (2.43)

so schreibt sich Hyujmoqe — diesmal nach Axialer und Palumbo-Eichung unterschieden — in
der Form

i 1 C C
Hnse = 57 2070 (2.44)
co
1
HYpmre = ﬁ;pl,opc,o . (2.45)

Es sei angemerkt, dafl fiir die Entwicklungskoeffizienten aus (2.42), (2.43) folgende Rela-
tionen gelten, die sie im wesentlichen als konjugierte Variablen der nach der Eichfixierung
verbliebenden Eichfreiheitsgrade auszeichnen,

1
Axiale Eichung: [pco , aco} = - (2.46)
i
0* 1 A .
Palumbo-Eichung: [ g 2 Peo s —} = “du mit Ze = €9R 2792 (2.47)
L 1 R
c (2. aus (2.24) )

Der sogenannte Coulombterm!® H,,, ist definiert als der Anteil des kinetischen Terms der
Eichfelder, der aus Entwicklungskoeffizienten von UIIUT besteht, die wir im physikalischen

10Tn Anlehnung an den Term, den man nach dem gleichen Verfahren in der QED in der Coulomb-Eichung
(in einer Kontinuumsformulierung) erhélt und der allgemeinhin als Coulombpotential bezeichnet wird.—
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Sektor durch andere Freiheitsgrade ausdriicken kénnen. Die in Hc,,, auftretenden Skalar-
produkte ( - ), die aufgrund ihrer Abhéngigkeit von der Eichfunktion ¢ fiir Axiale und
Palumbo-Eichung unterschiedlich sind, lassen sich explizit ausschreiben. Man erhélt, wenn
man noch den expliziten Ausdruck fiir die Eigenwerte g, , » aus (2.25) einsetzt,

2 a L ©© i%—"(x—y)
Axial ﬂ )‘qp )‘pq a by L .
HCoul - 4 Z 2 2 0 dxdypm<x>pm<y)ﬂ_2 Z (n+ _a . ga )2 )
b (p=aqmn£0) o
(2.48)
2 e AN
H(Pj’;ll‘;mbo _ QTZ (engieng) (enggeng)
pa qp pq
L o 27rn
. 1 et T (z—y)
Y RTACTANEDS . (249)
0 ™= (n+ Za, — Za,)

n#0

92 ist die §/L diagonalisierende Matrix (vgl.2.18). Man beachte, da8 p2,(z) i.allg. nicht
mit p (y) vertauscht. Vielmehr gilt,

(0% (), P ()] =i f*p5, ()5(z —y) . (2.50)

Im Coulombpotential der Axialen Eichung wird nur im Falle p = ¢ der Term mit n = 0
aus der Summe iiber n ausgeschlossen, im Coulombpotential der Palumbo-Eichung wird der
n = 0 Term dagegen stets weggelassen. Die Summen iiber n lassen sich explizit ausfiithren
(vgl. [Sch93] und/oder [Jol61]). Man erhdlt, wenn man noch folgende sich als niitzlich

erweisende Reskalierung der Eichfreiheitsgrade a durchfiihrt!! |
N-1
A~ Cf gL A ~ AL gL
aco - 27T N aq = lac(’% = gaq , (2.51)
co=

fiir die Summen folgende Ausdriicke,

© iR (ay)

4 1
Gqu (z —y)izp Z

- N2
oo (n +aq, — ap)

1 2
sin® (7(aq — ay))

GauBl: 9; [UHéUT] ‘phys> = —6p’phys> =

<phys|U {/d"xiﬂﬁﬂi] UT|phys> = <phys| /d3 d‘3 p_,_ _,| | hy. >

S ap){

HEs sei angemerkt, daf die reskalierten Eichfreiheitsgrade in der Literatur ([Len91], [Sch93], [Eng94],
[St094]) mit ¢ bezeichnet werden. Wir weichen von dieser Bezeichnungsweise ab, um Verwechslungen mit
dem Index ¢ zu vermeiden, der zur Klassifizierung der Eigenwerte p ,, dient.
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(2.52)
- 27N
I & et (@Y
GZ’;lume(:L.,_y)::_2 Z N R 3 7 (Q7£p>
™ (n +ag — al’)
n#0
‘ 1
— GqA;lal(x _ y) _ " - 5 , (253)
™ (aq ap)
GAX/Pal p— 1 - —ei%Tn(x_y) 1 = 2—|x _ y| 2 T y 2 2 54
qq (x_y)—pn_z_;o n2 _5 —_— L + L 9 ( )
n#0

wobei wir die Gelegenheit genutzt haben, fiir die auftretenden langlichen Ausdriicke Abkiirzun-

gen einzufithren. Es sei angemerkt, daf§ der konstante Term % in die Definition von G/

aufgenommen wurde, da ein konstanter Term in der Summe in H*"* aufgrund der Rest-
GauB-Gesetze (zumindestens) fiir die SU(2) im physikalischen Sektor verschwindet. Damit
kann die Summe in (2.54) im physikalischen Sektor durch G7/** ersetzt werden. Man
beachte auflerdem die Giiltigkeit der niitzlichen Relationen,

G?;/Pal(x — y) = G;;/Pal(y - I’) V(Lp ) (255)
Gg(0) =0 . (2.56)

Dirac+Kopplungsterm transformieren sich unter der unitédren Eichfixierungstransformation
per Konstruktion'? von U, .1 in

Ute . [ . z'1ﬂoz<8x . igA) w} U[[t%] - —izﬂa(@x _ig Q;LL)w . (2.57)

Der Masseterm ist invariant unter Upj. Man erhélt somit fiir die transformierten Hamilton-
Operatoren

HAXial - U[&AX]HUT[gAX] ) (258)
HEwve o — U] HU [Epa] (2.59)

folgende Ausdriicke im transformierten physikalischen Sektor,

L
. 1 .

Axial o t o T cot,-co Axial

H = /0 d:v{ 1) a(@x zga)zﬁ + ma ﬁ¢} + Y7 ECO pOlp© + HI (2.60)

L 0 1
JfPatumbe /0 d:c{ - z’Woz(&E — Zgz)w + mwTﬁw} + oL Zpi,opc,o + HEmme | (2.61)

mit HA*, aus (2.48) und HE*w aus (2.49).

Coul

12Giche dazu [See95].



Kapitel 3

Die kinetische Energie der
Nullmoden

Wir betrachten die Terme HZ25 —und H{*pm | die aus der kinetischen Energie der Eich-
felder herriihrten und daher die kinetische Energie der Nullmoden darstellen. Nach (2.46)
bilden p® und a® einen Satz von konjugierten Variablen, so daf3 wir in einer Schrodinger-

darstellung in der Axialen Eichung schreiben kénnen,

‘ 1 1 9 9
FAxa cotppco ~v _0 0 . 3.1
Nullmode 2L Z p p 2L aaCO (9a00 ( )
co Co
Ahnlich erhalten wir unter Ausnutzung von (2.47) und der Orthogonalititsrelation z2*z% =
deer in der Palumbo-Eichung,
1 I'"& 5 3
HPalumbo - J[ . ~ 32
Nullmode 2L ;pc,op ;0 2 ; aea 800' ( )

Dies sind nicht die Standardformen kinetischer Energien (=2.Ableitungen) und es ist nicht
moglich solche Standardformen durch einfache partielle Integrationen zu erreichen. Der
Grund hierfiir ist eine eichfeldabhéngige Jacobideterminante, die aus dem Prozef3 der Eich-
fixierung herriihrt. Zur genaueren Erklarung schreiben wir das Matrixelement des Hamilton-
Operators durch Einschub von vollstéindigen Sétzen als funktionales Integral in einer Schro-
dingerdarstellung,

<phys}H(A‘(‘x),fI(“w)) phys> = / HdAb(y)dA/C(z) <phys|A/><A,|H}A><A‘phys>
b

z,c

_ / (gdAb(y)> phys* (A) H(Ag;),% &fa ) phys(4) |

15
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wobei
[4) = [T124w) . (3.4)
phys(4) = <A|phys> : (3.5)
(AA"(2)]A) = (A@)|A%(@)]A%2)) [ (A°®]AW)
(y,b)#(z,a)
= H5 —AY) (3.6)
<A'|f[“(x)‘A> = < (x ‘Haa: ’Aa ) H <Alb(y)’Ab(y)>
(y,b)#(z,a)
0 , ,
= %(m5(A<Z>—A?x>)> II ot -45) - 67
* (y,0)#(z,a)

Man besitzt die Freiheit vom Parametersatz! A%(z) auf den Parametersatz 7°(y) zu wechseln,
wobei 7 durch (2.16) gegeben ist. Aus dem Wechsel des Parametersatzes resultiert eine
eichfeldabhéingige Jacobideterminante,

<phys}H‘phys /HdT A'(z)

1)
det
6t (y)

Fixiert man nun die Eichung mit der Eichfunktion ¢ aus (2.14) bis zur Palumbo-Eichung, so
ist der transformierte Hamilton-Operator im Eichfeldsektor nur noch abhéngig von 6 ~ 7(L).
Die Eichfreiheitsgrade 7(y # L) lassen sich ausintegrieren und man erhilt (bis auf irrelevante
Faktoren)

’phyS*(Tb(y))thyS(Tb(y)) . (38)

(phys,,|UHU |phys,, ) ~ / do’ o

det 24 >'ph 50 (0%) [VHUT] phiys, (@) . (3.9)

Insbesondere fiir die kinetische Energie der Nullmoden in der Palumbo-Eichung lautet diese
Relation,

Peophys,.,)

__ 1 __ 1 __
<phySPal i ZPZ,OPC,O ’physpa1> = ﬁ Z <pc,0physpa1
C C

L Z 0 — =« 0 —~
~ b [— _
- / de jPal 2 - (aea phySPal) (aga phySPal) ?

(3.10)

wobei die Jacobideterminante [J;, := ‘d t [Len94.2] gezeigt wird, folgende

b

66b
explizite Form hat,

2 (gL a0 >\Co )\Co
Tea = H Sl;L ( r ZCO c cél cokk Z
k>l (T) [ZCO a (A = A5)]

!Parametrisiert werden die Gruppenelemente der SU(N).

(3.11)
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Auf die gleiche Weise ergibt sich in der Axialen Eichung fiir die kinetische Energie der
Nullmoden,

(phys,

_ cot e ~ c i
o 21" phys..) = / A Tugp 2 (aaco phys‘“) (8a60 phys‘“)
co co

(3.12)
mit (siehe [Len94.2])

L
= [[sin’ (QZ D a® (A - A;@) : (3.13)
k>l €0

Wir betrachten den Ausdruck (3.12) in der Axialen Eichung. Man mochte die Jacobideter-

minante 7,, in die Wellenfunktion phys A, absorbieren, um effektiv eine flache Geometrie
fiir die Eichfeldvariablen a® zu erhalten. Es wird dann durch einfache partielle Integration
moglich sein, aus dem kinetischen Energieterm der Nullmoden einen Term in der Standard-
form einer 2. Ableitung zu bekommen. Damit wird man sich im weiteren auf die Diskussion
eines gewohnhchen Eigenwertproblems H phys w=F phys beschrinken konnen. Defi-

nieren wir phys A, durch
—_——— 1 —_—
phys, = thysAx : (3.14)
Ax

so schreibt sich (3.12) in der Form

1 \[o (1 —
Phys.) = / ot jA"2L Z { daco <\/f physA*)] { daco (\/f physAx)]

HAdel

Nullmode

<I)/H;SAX

- da%ﬂmﬁﬁ [% Z (8300 ﬁ;ig(%p/h;s&) +REST |,
Y “
(3.15)
wobei sich die in REST zusammengefafiten Terme schreiben lassen als
REST = p/h;szx V:; pTl;SAX (3.16)
mit
V.. 2L6021\/1J_Ax( ;/? (3.17)

Den Ausdruck Veﬂ, der der (urspriinglichen) Geometrie der Eichfreiheitsgrade a®® Rechnung

tragt, bezeichnet man als effektives Potential. Mit 7., aus (3.13) 148t sich VA; bestimmen.
Wie in [Len94.2] gezeigt wird, erhdlt man in der Axialen Eichung fiir eine SU(N)-Theorie

stets eine Konstante fiir Vj; . In 1+1 Dimensionen ergibt sich,

2
Vi = —%N(Nz ~1) . (3.18)
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Auch wenn dieser konstante Term im Hamilton-Operator weggelassen werden kann, so hat
die Absorption der Jacobideterminante in die Wellenfunktion die Konsequenz, daf§ die neuen
Wellenfunktionen phys,. = v/Ja.phys,. an den Nullstellen der Jacobideterminante ver-
schwinden miissen,

phys, (a®)=0 wemn  J(a®)=0 , c¢=1,....N—1 | (3.19)

Uber diese Randbedingung an die physikalischen Zusténde besitzt die (urspriingliche) Geo-
metrie der Eichfreiheitsgrade a® einen Einflu} auf deren Dynamik.

Da wir uns ab dem néchsten Abschnitt in unserer Diskussion auf die SU(2) beschrénken
werden, fassen wir in der Axialen Eichung fiir die SU(2) zusammen. Mit dem effektiven
Potential —2£% und der reskalierten Eichfeldvariable a%© = gL € ergibt sich nach nun pro-
blemloser partleller Integration? in (3.15),

< co ’HAxlal

Nullmode

2 2 2
g°L 0 gL\ — .
physAX> = (— = (8&00)2 - ) phys(a®) (3.20)

3mit der Randbedingung .
phys, (a® =n€ Z))=0 . (3.21)

In der gleichen Weise wie in der Axialen Eichung geht man in der Palumbo-Eichung vor.
Durch Absorption von Jp,, aus (3.11) in die Wellenfunktion,

phys,, = v jp‘dlp/h\};SPal ’ (3.22)
ergibt sich innerhalb der SU(2) das effektive Potential ebenfalls zu

- . 3.23
g oy T (3.23)

Pal . L 5 1 \/jpal g2L
N
=1

Damit 148t (3.10) sich schreiben als?

HPalumbo

Nullmode

<p/ﬁb/’spdl phySPa1> = /d@ d92d03\71>a1 (vaphySPﬂ) (6613/}:;5%1)

2

— L L\——
= /d61d92d93 physpal( - §A9 — %) hys,,, (3.24)

Es ist unser Ziel, die Palumbo-Eichung mit der Axialen Eichung zu vergleichen. Wir wech-
seln daher vom Parametersatz 0* auf den Parametersatz (a“, ¢%), wobei wir zunéchst nur

2Da a0 periodisch ist, tritt auch ohne besondere Bedingungen an die Wellenfunktion bei der partiellen
Integration kein Oberflichenterm auf. Die Periodizitéit von a® folgt aus der Mehrdeutigkeit in der Definition
von a als diagonalisierte Form von /L, wobei  lediglich iiber die Exponentialfunktion definiert war: ¢ =
etg7(L)

3Es ist <d“‘0‘pT1§sAx> = V/Jax{a®|phys,,).

4Der Oberflichenterm 148t sich wegdiskutieren! (Partielle Integration iiber a in (3.29) fiihrt aufgrund
der Periodizitét von a® zu keinem Oberflichenterm.)
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wissen, dafl a® = %ac" den Parameter a® beinhaltet, der das diagonalisierte 6/ L beschreibt
(G1.2.18), und die N> — N = 2 Parameter ¢* die Parametrisierung der Eichfreiheitsgrade

vervollstindigen®. Explizite Diagonalisierung von % = 23 02 X" ergibtS fiir a,

a=1 T 2

(3.25)

Da a® radialartigen Charakter hat, wiahlen wir als neuen Parametersatz sphérische Polar-
koordinaten (a%,d, ). Mit dem Laplace-Operator in sphiirischen Polarkoordinaten’

1 6 L2
Ay = ;W(T')_T_Q ; (3.26)
2
> = (lgx i)
i 0
1 9 ) 1 o
- - 2 sing— ) + —— 2 2
Lmﬁaﬁ (Smﬁaﬁ)—i_sin?q?@go?] ’ (3.27)
2
ro= ?ﬁaco (3.28)

ergibt sich aus (3.24) bis auf irrelevante Faktoren®,

HPalumb o

Nullmode

2 2 2 T2 2
x gL' 1 0 .o —— gL L gL\ ——
X physpall )2 <a Ophyspa1> + ( - phySPal (329)

<pfh\§sPal pfh;spal> ~ / da®didy (a®)*sin 0

&2 4% (Haco 872 ()2 8

Wollen wir, daf§ der Zusammenhang zwischen Axialer und Palumbo-Eichung noch deutlicher
hervortritt, so bietet es sich an, den Faktor (a)? aus der Jacobideterminante wie in der
Axialen Eichung in die Wellenfunktion aufzunehmen,

phys,, = a“phys,, ~ \/Ji.phys,, . (3.30)

Wir erhalten damit die gleiche Randbedingung an physikalische Zusténde wie in der Axialen
Eichung, -
phys, (i =ne€ Z9,¢)=0 . (3.31)

Es sei angemerkt, dal man in der Axialen Eichung in genau dieser Parametrisierung der Eichfreiheits-
grade arbeitet, nur kann hier, da der eichfixierte Hamilton-Operator nur noch von ¢ abhéngt, der lediglich
von den Parametern ¢® abhéngige Anteil im Integral ausintegriert bzw. vernachlissigt werden (dhnlich wie
beim Ubergang zur Palumbo-Eichung s.o.).

5Die A\ sind in der SU(2) bei diagonalem \* die Pauli-Spin-Matrizen.

"Beachte, daff sowohl der Radialanteil von Ay als auch L2 fiir sich genommen bereits hermitesch sind.

8Trrelevant sind eichfeldunabhiingige Faktoren in der Jacobideterminante, da diese fiir den gesamten
Hamilton-Operator in gleicher Weise auftreten und anders als die eichfeldabhéingigen Faktoren keine weiteren
Konsequenzen haben kénnen.
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Mit der Redefinition (3.30) der Wellenfunktion erhélt man unmittelbar aus (3.29),

2 2 2 2 T2
— g°L 0 gL g¢g°L L — .
phySPal> = ( - 87T2 (8&00)2 - 8 + 8’]‘(’2 (dCO)Q phySPal(a 07 297 90)

(3.32)
Der kinetische Term der Nullmoden® in der Palumbo-Eichung unterscheidet sich somjt von
dem in der Axialen Eichung (G1.3.20) lediglich um eine Art Zentrifugalbarriere < °L_L?

8 2 ( c0)2 .
Es sei angemerkt, dafl wir den Drehlmpulsoperator L“ = 1 gabegb 9 im Zusammenhang mit

dem Rest-GauB-Gesetz in der Palumbo-Eichung!® auch als gluomsche Ladung Q... b
zeichnet haben. Das Rest-GauB-Gesetz (2.33) in der Palumbo-Eichung'! gQGlmphysml =
—gQ%....phys,, ermoglicht es uns daher, L2 in (3.32) durch (Qqu.u)? zu ersetzen'?

Noch ein Wort zur reskalierten Eichfeldvariable a® = %ac". Nach dem Prozef der Eich-
fixierung besitzt der Hamilton-Operator (2.60) in der Axialen Eichung noch diskrete Rest-
symmetrien, die Displacementsymmetrie (auch Symmetrie der grofen Eichtransformationen
genannt) und eine Permutationssymmetrie in den N Farbindizes der SU(N). Diese Symme-
trien spiegeln sich in der Mehrdeutigkeit der Definition des Eichfeldes a = a®23 (SU(2) :
co =3\ = ( 3_2)) als diagonalisierte Form von 6/L wider (« Permutationssymmetrle in
den Basisvektoren der diagonalisierenden Matrix < Permutationssymmetrie in den Basis-
vektoren von a), wobei f wiederum nur iiber die Exponentialfunktion definiert war (G1.2.17)
(< Displacement-Symmetrie). Das Eichfeld a transformiert sich innerhalb der SU(2) unter
diesen Restsymmetrien wie folgt,

Nullmode

<&C() , ,197 90 ‘ HPalumbo

Displacement-Symmetrie: « — o = "™ )<a+ (’)) —2mE (5 9)
2rm (1 0
- o+ = Z
a + oL (0 _ 1) , meE ,
bzw. a® — &° = a®+2m (3.33)

9Man mag sich dariiber wundern, daB der kinetische Term der Nullmoden in der Palumbo-Eichung

aufgrund des Terms gﬂ% (afj E nicht periodisch in G ist (vgl. unten) Fine etwas nachlissige Rechnung
L2

lieferte an dieser Stelle tatséchlich den periodischen Ausdruck £ 8 S2(ra%0)
den Laplace-Operator auf der Gruppe SU(2) ) und sorgte fiir einige Zeit fiir Verwirrung. Es konnte jedoch
explizit gezeigt werden, dafl im physikalischen Sektor der nicht-periodische Anteil des kinetischen Terms der
Nullmoden durch einen entsprechenden Term im Coulombpotential kompensiert wird, so dafl der Gesamt-
Hamilton-Operator periodisch in a ist.

10Spezialisierung von (2.36) auf die SU(2)!

"Die Jacobideterminante J,, vertauscht trivialerweise mit Quark und Qy,,,,,, da sie nur von a® abhiingig
ist.

12Bei solchen Schlufifolgerungen aus Operatorgleichungen, die nur auf einem eingeschrinkten Bereich
(ndmlich auf dem physikalischen Sektor) giiltig sind, ist etwas Vorsicht geboten. Entscheidend ist hier, dafl
Quarkc Mit QFy,,, kommutiert:

(d.h. man erhielt insgesamt

(QQUaTk)Q phy5>:_QaQuaeraGluon phys>

- (QGluon)2 phyS> :Q%mon Q%uark ’phyS>

QaQuark phys>:_QaGluon ’phys>:> }:>(QQuark)2 ’Phys>:(QGluon)2 ‘phys> .
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) _ a; 0 A0 as 0 1o AO
Permutationssymmetrie: a=|" =a® — d =7 =a®
0 a9 2 0 aq
~co

bzw. a®° — a“=-a° . (3.34)
In der Palumbo-Eichung mit den Eichfeldvariablen (a®, ¢, ) besitzt a® fiir alle Werte von
¢ und ¥ die gleichen Symmetrien wie in der Axialen Eichung.

Wir kénnen den Definitionsbereich von a® durch Kombination der beiden Symmetrien auf
das Intervall [0, 1] einschridnken, wobei die Endpunkte des Intervalls miteinander zu identifi-
zieren sind. a® ist dann auf einem Kreis definiert. Aufgrund der aus der Jacobideterminan-
ten resultierenden Randbedingung an die Wellenfunktion phys,, ., bei allen ganzzahligen
Werten von a® zu verschwinden, ist es nicht notwendig, eine Windungszahl n fiir a® ein-
zufiithren, die angibt, wie oft der a®® definierende Kreis umlaufen worden ist. Wellenfunktio-
nen mit einer Abhéingigkeit von a®© mit unterschiedlicher Windungszahl besitzen aufgrund
der Randbedingung stets einen verschwindenen Uberlapp,

<n‘H‘m>:O , m#EmM . (3.35)
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Kapitel 4

Der statische Limes der
SU(2)-0CDy 4

4.1 Hamilton-Operator und Vakuum im statischen
Limes

Zur Erklarung der Approximation des statischen Limes betrachten wir den Hamilton-Operator
(2.1) vor der Eichfixierung.

H HDuac + HKopplung + HEich (41)
mit

H,.. =

Dirac

[ (w Japs(o) £l @50@)) =it (12)

Hoar = [ dx( 0 0)4%() ) = laty (1)
_ / L

2

HEiCh I‘) . (4.4)
Als statischer Limes ist die Approximation m — oo in der Weise definiert, daf3 der kinetische
Energieterm der Quarks' ¢ ap,v und der Quark-Farbstrom j¢ = @Z)Toz%@/) gegeniiber dem
Masseterm ma)' 3¢ vernachlissigt werden konnen [Lev91]. Der Hamilton-Operator zerfillt
damit in einen gluonischen und einen fermionischen Anteil H, .. = Hgin + Houare, die nur
noch iiber das GauB-Gesetz (2.2) miteinander verkoppelt sind.

Im statischen Limes ist die freie Dirac-Theorie bei der Wahl von diagonalem (§ = (01701)

bereits diagonal in den Dirac-Komponenten von ¢(x) = (ig;),

He = [ dom(ol @) ~ @) (45)

L Aus der Vernachliissigung von p,t) = —id,% folgt, daf + (fiir alle Zeiten) konstant in x ist — statische
Quarks.

23
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Ahnlich wie bei der {iblichen Diagonalisierung des Gesamt-Dirac-Hamiltonoperators Hy.,..
in der Basis ebener Wellenlésungen der Diracgleichung, fithrt diese Form des Hamilton-
Operators zur Einfithrung der Dirac-See und Interpretation der i-ten Komponente von x/(z)
als Erzeuger fiir ein Antiteilchen der Farbe ¢ am Raumpunkt z. Ein unendlicher Vakuums-
beitrag wird formal durch Ubergang zum Normalprodukt beseitigt. ¢! () kann als Erzeuger
fiir ein Quark der Farbe ¢ an der Stelle x interpretiert werden. Das Vakuum der freien
Theorie enthéilt weder Quarks noch Antiquarks (gefiillte Dirac-See). Zur Vereinfachung der
Notation bietet es sich an, y(x) durch x'(x) (und umgekehrt) zu ersetzen. Damit lautet der

Dirac-Hamiltonoperator im statischen Limes,

H,, := tHyMsh = /dx m(qu(lv)@(ﬁ) + XI(@)@(IB)) ~ (4.6)

Betrachten wir nun wieder die volle Theorie im statischen Limes. Im allgemeinen ist eine
Wellenfunktion des Gesamtsystems ein Element des Tensorprodukts des fermionischen und
des gluonischen Funktionenraumes, so daf sie sich durch Entwicklung nach vollstdndigen
Sétzen darstellen 148t,

Q... = Zcz‘j (q)Fcrm)i(q)Eich>j , c;eC . (4.7)
ij

Da der Hamilton-Operator im statischen Limes jedoch keinen Kopplungsterm besitzt, H =
Hyioo + Hquane, 188t sich ein Eigenzustand des Gesamtsystems zunéchst als Produktzustand
ansetzen, @, = Ppi, Pren. Physikalische Zusténde unterliegen der Zwangsbedingung des
GauB-Gesetzes Ga|phys> = 0, so daB sie i.allg. nur durch eine Linearkombination von
Produktzusténden (und damit in der allgemeinen Form (4.7) ) gegeben sind. Insbesondere
fiir das Vakuum der vollen Theorie lautet der Produktansatz,

vac
Eich

[vac) = vac (4.8)

Ferm

mit den Vakua ‘éﬁf> und
liegt zwar ebenfalls dem GauB-Gesetz; der fermionische Anteil des Gaufl-Operators vernich-
tet jedoch (nach Normalordnung) bereits den Produkt-Vakuumzustand (4.8), so da das
Gauf-Gesetz nur noch eine Zwangsbedingung an den gluonischen Anteil darstellt. Damit
ist das Vakuum im fermionischen Sektor der fiir m — oo vollen Theorie mit dem der freien
Dirac-Theorie identisch?.

Im statischen Limes in 141 Dimensionen treten im Eichsektor nur noch die konjugierten
Impulse der Eichfelder auf (s.0). Diese gehen im Rahmen der Eichfixierung in die in den

Kapiteln 3.1 und 3.2 abgeleiteten Ausdriicke iiber?,

Vac> der jeweils freien Theorie. Das physikalische Vakuum unter-

Ferm

U[E]HEichU[Tg] ‘physAx/Pal> = (nglflpal + Hl?j(hi?de) ‘phySAx/Pal> ’ (4'9)

2D.h. es gelten die Gleichungen (4.12).

3Eine einfache Ausnutzung des GaufB-Gesetzes ohne eine eichfixierende unitire Transformation ersetzt
den konjugierten Impuls IT nur durch einen Ausdruck mit dem Eichfeld A und fiithrt damit nicht zur Elimi-
nation von Eichfreiheitsgraden.
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wobei im Coulombpotential HS ™, das nach den G1.2.48, 2.49 einen fermionischen An-
teil besitzt, ebenfalls eine Normalordnung durchzufiihren ist und Uy = U [€av/pa] durch
(2.13) gegeben ist. Der Masseterm H,, ist invariant unter Uy, so dafl der eichfixierte
Gesamthamilton-Operator im statischen Limes gegeben ist durch,

l’][5 HstatlschUT]|physAx/Pal> — <H HAX/Pal HAX/Pal ) ‘phySAx/pa1> . (410)

Coul Nullmode

Auch im fermionischen Anteil des eichfixierenden Operators Uy ist die Normalordnung
durchzufithren. Damit ist das Vakuum invariant unter U,

Ujg|vac) = [1 - i/OL de g ipl s 1A+ .. } |vac) = |vac) . (4.11)

Also enthélt auch das Vakuum der eichfixierten Theorie weder Quarks noch Antiquarks, so
daf
z)|vac) =0 : xi(z)|vac) =0 . (4.12)

Trotz der Invarianz des Vakuums unter Uy ist die Eichfeldwellenfunktion fiir das Vakuum

< ‘ﬁ}c> bzw. <a00 (V) ‘ﬁ}c> zunéchst fiir Axiale und Palumbo-Eichung unterschiedlich,

da in der Palumbo-Eichung noch zusétzlich zum Eichfreiheitsgrad a® die Eichfreiheits-
grade ¥ und ¢ auftreten. Wir wollen nun die Eichfeldwellenfunktionen fiir das Vakuum
vachx/Pel hostimmen. Das Vakuum ist definiert als der Grundzustand der Theorie, d.h.
als Eigenzustand des Gesamthamilton-Operators zum niedrigsten Eigenwert. Die Anteile
des Gesamthamilton-Operators H,, und Ha™ vernichten (nach der Normalordnung) das
Vakuum. Damit sind Y2¢*/" die Eigenfunktionen der kinetischen Terme der Nullmoden
HYP  zum jeweils niedrigsten Eigenwert.

Das Eigenwertproblem in der Axialen Eichung,

2L 82 QL
cigen™) = (— = oy i )eigenwacw = E*eigen™ (i) (4.13)

< ~Co }H’Axml

Nullmode

mit der aus der Absorption der Jacobideterminante in die Wellenfunktion folgenden Rand-
bedingung (3.21)

eigen™(a® =ne€ Z)=0 (4.14)
wird gelost durch?
2L g2L
(a*|eigeny™) = v2sin (kra®) : EM = ?kz < k=1,2,... , (4.15)

so daB Yac* als Eigenzustand zum niedrigsten Eigenwert gegeben ist durch

Yact () = (a*|eigeny:,) = V2sin(ra®) . (4.16)

4Die Normierung von <dc° ’eigen?x> erfolgt auf dem Intervall a® € [0, 1].



26 KAPITEL 4. DER STATISCHE LIMES DER SU(2)-QC D144

Das Eigenwertproblem in der Palumbo-Eichung

<dco , 19’ (p | HPalumbo

Nullmode

2 2 2 2 T2
P\ gL 0 gL gL L Pl
eigen™) = <— S7? 0 )2 3 + S22 (402 eigen"™ (a9, ¢)

= FE™eigen"™ (a9, ¢) (4.17)

wird gelost durch (mit im Ursprung a = 0 reguléren aber nicht normierten Eigenzusténden)
[Mes91]

92[/ gQL
(@, 0, pleigenyy,) = aji(kma®)Yim (0, 0) ,  B™(k) =Sk keR,

° (4.18)
mit den sphéarischen Besselfunktionen j; und den Kugelflichenfunktionen Y;,,. Das Rest-
GauB-Gesetz in der Palumbo-Eichung (2.33) wird nur von Eigenzustinden mit [ = 0 erfiillt.
Die aus der Absorption der Jacobideterminante folgende Randbedingung (3.31)

eigen;t,(a®° =n € Z,9,9) =0 (4.19)

fithrt schliefllich zu einem diskreten Spektrum E}*. Nach Normierung der Eigenzustdnde
auf a® € [0,1], ¥ € [0, 7], ¢ € [0,27] erhdlt man somit

1 ) g*L g*L
A, igen,”) = —+/2 kma™ Ep =22 -2 = k=1,2...
<6L ) 790’e1genk \/E Sln( Ta ) ) k 8 ) ) ) )
(4.20)
so daB Yac™ als Eigenzustand zum niedrigsten Eigenwert gegeben ist durch
vacPal ~co _ /aco . Pal _ 1 . o
Eich (CL 7197 90) - <CL 7797 ()O‘elgenk:1> R 2Sln(77a ) . (42].)

Var

Die Eichfeldwellenfunktion fiir das Vakuum in der Palumbo-Eichung ist somit bis auf eine
andere Normierungskonstante gleich der in der Axialen Eichung.

4.2 Explizite Konstruktion physikalischer Zustéinde
im statischen Limes

4.2.1 Axiale Eichung

Es ist unser Ziel, das Rest-GauB-Gesetz (2.32), das die physikalischen Zusténde in der
Axialen Eichung bestimmt, in den Hamilton-Operator des physikalischen Sektors zu imple-
mentieren. Wir werden dies durch eine Projektion des Hamilton-Operators auf physikalische

®(Qquark)? vernichtet (nach Normalordnung) bei Anwendung auf den fermionischen Sektor das Vakuum,

so daB sich das GauB-Gesetz auf eine Bedingung an die Vakuumeichfunktion YA¢™™ reduziert: L2Yac™ —
0=1=0=m=0.
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Zusténde erreichen.
Das Rest-GauB-Gesetz (2.32) nimmt fiir die SU(2) folgende Form an®,

physAx> =0 |, (4.22)

Quark

wobei sich ’p/h;s Ax> bei Entwicklung nach im Raum der physikalischen Zustédnde vollstandi-
gen Séitzen des fermionischen und gluonischen Sektors schreiben 148t als

’PhySAx> Z Cik

phys Phys >k . (4.23)

Ferm Eich

Die Komponenten von Q... (a = 1,2,3) geniigen der SU(2)-Algebra (vgl. 2.39), so dafi es
maglich ist, gemeinsame Eigenzusténde von Q2 .., und (Qqu.n)? anzugeben,

o J) = m|jm) (4.24)

(Qaua)?|im) = j(i+1) [im) . (4.25)

Wir schlieflen unmittelbar aus dem Rest-Gauf3-Gesetz (4.22), daf die den vollstdndigen Satz

— Ax

phys ), Eigenzusténde von @, ., zum Eigenwert 0 sind,

Ferm

Da Q... und (Qqu..)? einen gemeinsamen Satz von Eigenzusténden besitzen, lassen sich

die

fermionischer Zustande bildenen

— Ax

phys >l als Eigenzustinde von (Qqu.n)? zum Eigenwert [(I + 1) wdihlen, so dafl

Ferm

phys X>l =[i0) . (4.26)

Ferm

¢T( ) Ferm
Zusténde Eigenzustinde von Q2. und (Qqu.n)? sind. Es gilt,

Man zeigt leicht durch explizite Anwendung” von @2, und (Qqu..)? auf Zusténde der Art
Vac> die ein einzelnes Quark der Farbe i an der Stelle zy représentieren, dafl solche

vac (4.27)

Ferm )

vach (4.28)

Ferm

im) = |54, = ¢h(zo)
|4 +4),, = ¢i(xo)

Um einen physikalischen Zustand ’lO> aus diesen Zustdnden zu konstruieren, mufl man
zumindestens 2 dieser Ein-Quark-Zustdnde nach den Gesetzen der Drehimpulsalgebra mit-
einander koppeln,

1
00) = (Il - Dl o)) (129
1

10) = E(lmnoléé>y0+!éé>m}é+é>yo) ‘ (4:30)

b¢p = 3 in der SU(2) bei Darstellung der Generatoren durch Pauli-Spin-Matrizen.
Der Bezug zu (2.32) wird hergestellt durch: (a“ |p/h;sAX> Vi ax{a® physAX>

"Dazu schreibe man (die relevanten Anteile von) Q% und (Qquar)® explizit durch die Erzeuger und
Vernichter aus (vgl. 2.35, 2.5).

SIS
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‘OO> gehort zum Singulett, |10> zum Triplett bei der Zerlegung des Tensorprodukts der
beiden Spini-Darstellungen in irreduzible Darstellungen. Man bezeichnet daher |00> als
Singulett, als Triplett-Zustand. Zusténde, die sich im fermionischen Sektor aus den
gekoppelten Wellenfunktionen zweier Quarks aufbauen, die also in der Axialen Eichung im
fermionischen Sektor durch ’OO> und ‘10> gegeben sind, nennen wir SU(2)-Baryonen in
Anlehnung an die gewdhnlichen Baryonen innerhalb der SU(3) ®. Man hat also nach (4.23)
fiir einen baryonischen Zustand,

Ax

S e o) 1),
= (}00} 10)) - ( >|P§}cyhs . (4.31)

M-

baryonAx> =

I\
o

Ein allgemeines Matrixelement des Hamilton-Operators zwischen zwei baryonischen Zustinden
hat damit die Form,

<baryonAx baryonAX/> =
——— Ax Ax
S 0B (o) (ot ) EE (00, joy) (5) e,
kK’ R <1O‘ 1K/
<00|HAx]oo> (00| H*~|10)
(10| H*<|00) (10|H**[10)
(4.32)
wobel
——— Ax —— Ax 1 , —— Ax ,
(R vz ) = [ daat BB o) ] X2 Ja) BB
1 —~— Ax * —— Ax
- /d phys,  (a%) XYZ PhYS, (a%) (4.33)

Die Projektion des Hamilton-Operators H** auf den fermionischen 2-Quark-Sektor stellt die
volle Implementierung des Rest-Gauf3-Gesetzes dar und 148t sich explizit bestimmen. Dazu
mufl man zunéchst die Zusténde ‘OO> und }10> explizit durch die auf das Vakuum wirkenden
Quarkerzeuger ausdriicken (G1.4.27, 4.28). Auch die fermionischen Anteile des Hamilton-
Operators, das sind der Masseterm H,, und das Coulombpotential H,,, miissen explizit
durch Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren niedergeschrieben werden (vgl. 2.48 2.5
4.6). Man zieht dann die Vernichtungsoperatoren aus H** so lange an den Erzeugungsope-
ratoren in ‘OO> und |10> vorbei, bis sie auf das Vakuum wirken und somit Null ergeben.
Der kinetische Term der Nullmoden HZY . = der keinen fermionischen Anteil besitzt, ist

8Ebenso ist natiirlich die Kopplung von einem Quark und einem Antiquark zu einem physikalischen
Zustand, den man dann als Meson bezeichnet, moglich (vgl. [Sch93]).
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natiirlich diagonal in ‘00> und ‘10>. Insgesamt ergibt sich,

<<00\HAX 00) (00\HAx|1o>) _ { 2L 52 _92L+ o }((1) 0)+

(10| H*<|00) (10| H*~[10) 872 (0av)? 8 1
. ~ s~
von Hlel)l(lilarlnode von Hm
von i
, oL [ v~ (exwreca) oo ~(ax@-crca)
16 +(ow@-cta) ot (ot@raa)vaxo |

(4.34)

wobei G durch die in (2.52, 2.54) angefiihrten Summen gegeben ist und d := o — yo den
,Abstand“? zwischen den beiden Quarks bezeichnet 1°.

4.2.2 Palumbo-Eichung

Wir wollen in der Palumbo-Eichung in der gleichen Weise wie in der Axialen Eichung vor-
gehen. Es wird sich zeigen, dafl wir baryonische Matrixelemente in der Palumbo-Eichung
exakt in den Ausdruck (4.32) fiir solche Matrixelemente in der Axialen Eichung iiberfithren
kénnen. Die Projektion des Hamilton-Operators auf physikalische Zusténde stellt somit
eine alternative Methode zur Eichfixierung mittels unitérer Transformationen dar. Zunéchst
stellt sich jedoch das Problem, die physikalischen Zusténde zu konstruieren.

Die physikalischen Zusténde in der Palumbo-Eichung werden durch das Rest-Gau3-Gesetz
(2.33) bestimmt,

gQg@S phySPa1> = O mlt Qges = %uark + QaGluon
a ~ P — , a=1,23 |,
Gluon Z 890

(4.35)

9Es ist kein Abstand im mathematischen Sinne gemeint, wo stets d(z,y) = d(y, z) gilt. Bei uns ist das
Vorzeichen von d nicht ganz unwesentlich.

19Es sei angemerkt, da man bei Transformation von (H, é‘;‘&?l)ij mit

d

U— cos(ra® )  —isin(rac <)
—isin(ra4)  cos(mac &)

und Einsetzen der expliziten Ausdriicke fiir G2 aus (2.52, 2.54) den aus der Literatur ([Sch93], [Eng94])
bekannten Ausdruck erhilt,

3.2 1,2d? . g%d ~c
gl A< pt = 89 dl = 59T —i45" cot(ma)
= 83 A , )
Coul /45 142 dcot(waCO) gL 1 2d| — Lg2d
J 1 Tsin2(ma0) _ 89 39T



30 KAPITEL 4. DER STATISCHE LIMES DER SU(2)-QC D144

wobei sich die ‘p/h;spa& nach im physikalischen Sektor vollstdndigen Siatzen entwickeln lassen,

—— Pal —— Pal —— Pal

~c T h h ~co |ph
<a ’, 197 Qo‘physpa1> = Z ClquarklGluonk) |13Fer)r’ﬂs >lQuark<197 So‘pEiCth1 >lG1uon <CL 0 ‘pEiCthZ >k
lQuarleluonk
(4.36)
Da Q¢ und Q¢ . nach (2.39, 2.40) der SU(2)-Algebra geniigen, gilt dies auch fiir Q¢ =

Gluon ges

a4+ Q Daher ist das Rest-Gau-Gesetz (4.35) dquivalent zu,

Quark Gluon*

nges pTl;SPal> =0 ,
g(QgeS)2|phySPa1> =0

Andererseits folgt aus der Erfiillung der SU(2)-Algebra von Q% = Q2 .. + Q% . daB sich

ges Quark
gemeinsame Eigenzustéinde von (Qqua)?, (Qanen)?, (Qg.)? und @7 finden lassen,

(4.37)

Q2 JlquendononLeewMes) = My |lguandoron Lo Myes) (4.38)
(Qges)2 {lQuarleluonLgesMges> = Lges(Lges+1) {lQuarleluonLgesMges> . (4-39)

a

Die (Q4,, a = 1,2,3) héngen iiber die Komponenten des Drehimpulsoperators Qg,,, ledig-
lich von den gluonischen Freiheitsgraden 9 und ¢ (aber nicht vom radialen Anteil a*) ab'!.
Wir schliefilen daher unmittelbar aus dem Rest-GauB-Gesetz in der Form (4.37), daf§ bereits

— Pal
phys )
Ferm lQuark

—— Pal

phys Eigenzustinde von Q3 und (Q,..)* zu

die Basisproduktzustédnde ‘ Eich 1 /lguon ges

—— Pal

den Eigenwerten M, = 0, L,.. = 0 sind'2. Wihlen wir die {phys

Ferm > louark als Figenzusténde

—— Pal

von (Qquanc)? zu den Eigenwerten g (lqua + 1) und die |pE}B:S1 . als Eigenzustinde

von (Qgruen)? zu den Eigenwerten g (lgien + 1), so haben wir

—— Pal

phys = |lquanlcruen00) (4.40)

—~— P
’phys
Eich 1 IGluon

al
Ferm >lQuark

Wir wollen uns wie in der Axialen Eichung auf den 2-Quark-Sektor, d.h. auf baryo-
nische Zustinde beschrinken'®. Einzelne ins Vakuum gesetzte Quarks erfiillen die Re-
lationen (4.27, 4.28). Die Kopplung zu zwei Quarks fiihrt zu ‘lQuarkauark>—Zustanden

HSiehe z.B. [Edm64] S.15.

2Diese SchluBfolgerung ist natiirlich nur fiir g # 0 giiltig!

13Auch in der Palumbo-Eichung sind 1-Quark-Zustéinde mit jqu.i =2 keine physikalischen Zustéinde.
Wie bei oben folgender Diskussion fiir 2-Quark-Zusténde folgt mit jquark =% aus |%lG1uODOO>, daB lgiuon =%
ist. lgiuon ist aber Quantenzahl zu einem Drehimpulsoperator in der ,,Ortsdarstellung® Q% ., = %5‘“"301’%,
so daf} die Eigenzustidnde ebenfalls in der Ortsdarstellung gegeben sind: <19, ga’lGluoan1uon> = Yl guonmGluon -
Die Ortsdarstellung von Drehimpulseigenzustédnden existiert jedoch nur fiir ganzzahlige Quantenzahlen
lGon- Falls lguon ganzzahlig ist, mufl auch jqua. ganzzahlig sein, q.e.d. .
(Hinter der Darstellung von Qgiuen als ,rdumlichen” Drehimpulsoperator stecken ganz wesentlich die ka-
nonischen Kommutationsrelationen fiir die Eichfelder. Damit folgt aus den Kommutationsrelationen der

ganzzahlige ,,Spin“ der gluonischen Zusténde. )
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1-— 1>, |10>, |11>, d.h. zur Quantenzahl [y, = 0 oder Iy = 1. Aus den Ge-
setzen der Drehimpulsalgebra!'* folgt aus lguar @ber auch die Quantenzahl g,

lQuark - 0 : ’OlGluonoo> = lGluon - 0

lQuark - 1 1lGluonOO> —N lGluon — 1 } = lGluon = lQuark . (441)

Ein allgemeiner baryonischer Zustand in der Palumbo-Eichung ist somit nach (4.36) gegeben
durch

1 — Pal
[baryon™) = 33" [1100) [BBYS, ),
=0 k
>>( ) pElllcthQ ko (4'42)

= > (Joooo).
k
Somit hat ein allgemeines Matrixelement des Hamilton-Operators zwischen zwei baryoni-
schen Zustanden in der Palumbo-Eichung folgende Form,

<baur'y0nPal H™ baryonpall> =

—— Pal 0000 |
Zk@éﬂyhsg <Cok, C1k> (211000 del(

k. k!
(0000|H™
(1100 H

Cé)k’ phys
>> c/ | Eich 2 >k/
1K'

J/

0000) (0000|H™*|1100)
0000) (1100|H*|1100)

(4.43)

Man erkennt, dafl man den Ausdruck fiir baryonische Matrixelemente in der Palumbo-
Eichung (4.43) in den Ausdruck (4.32) fiir solche Matrixelemente in der Axialen Eichung

—— Pal — Ax

tiberfithren kann, wenn man \ngcyh% ), mit \ngcyhs ), identifiziert und zeigen kann, daB

(H r ‘"“)Z.j = (H A")ij ist. Um (H P‘"‘l)ij zu berechnen, benotigen wir jedoch explizite Ausdriicke
fiir die Basisfunktionen ’OOOO> und ‘1100>. Bisher hatten wir die Basisproduktzustinde

Pal —— Pal

phys ) Z|P,§}gsl , lediglich nach Quantenzahlen von Operatoren der Theorie klassifiziert.

Ferm

Wir schreiben daher ’OOOO> und ‘1100> zunéichst in der Produktbasis von Q2 .., (Qquan)’
und Q32 (Qcen)>-Zustéinden: ‘lQuarkauark>}lGluoanmOD> Die Umkopplungskoeffizienten
(Clebsch-Gordan-Koeffizienten) finden sich beispielsweise in [Tun85],

|0000) = {00) |00) (4.44)
Quark Gluon

|1100) = L (\11> |1-1) 4 |1-1) [11) — |10) \10>> , (4.45)
\/g Quark Gluon Quark Gluon Quark Gluon

max

14 _ _ max
Mges = MFerm + MGluon ) mFerm lFerm ) mGluon lGluon
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Der fermionische Anteil dieser Produktzusténde ‘lm> 1aBt sich wie in der Axialen Eichung

Quark
durch einzelne ins Vakuum gesetzte Quarks aufbauen (vgl. 4.27-4.30). Wir fassen wieder-

holend zusammen®?,

1
00) = ﬁ<|5+;>y0\;;>m—};;>y0|;+;>m) ,

Quark

(4.46)
1
10) = (Il 2+l oah,)
A i Y EE Y T (R
|5 +4),, =01 (w0) 25
11 =[5t
Die gluonischen Zusténde sind Eigenzustédnde von Q% =~ %0”%, also eines Drehimpuls-

operators in der Ortsdarstellung. Daher sind die gluonischen Zustédnde ’1m> durch Dreh-

impulseigenzusténde in der Ortsdarstellung, d.h. durch die Kugelﬂéichgﬁ?ﬁnktionen Yim
gegeben,

1 /3
<19790L?832 = Ti , <19,g0|G1122 = Ecosﬁ ,

3 . i 3 : —1
<19,g0|G11u102 = —\/8—7Tsm1969" , <19,cp‘G1m12 = \/8—7Tsmz9€ ¥

Mit der expliziten Angabe physikalischer Zustédnde ist es nun moglich, (H P‘"“)Z.j zu bestim-

(4.47)

men. Der Masseterm H,, ist in (4.6) bereits durch Quarkerzeuger und -vernichter aus-
gedriickt. Er ist diagonal in ‘0000> und ’1100> und liefert wie in der Axialen Eichung stets
den Beitrag 2m, da bei baryonischen Zusténden zwei Quarks vorliegen. Wie bereits im An-
schluf an (3.32) erwéhnt, ist der im kinetischen Term der Nullmoden HF*'™ auftretende
Operator L? identisch mit dem im GauB-Gesetz vorkommenden Operator (Qgen)?, nach
dem u.a. die physikalischen Basiszusténde klassifiziert wurden. Die Projektion von HYmbe
auf physikalische Basiszustdnde ist daher ohne explizite Angabe von ‘OOOO> und }1100>
leicht durchzufiihren. Lediglich die Projektion des Coulombpotential der Palumbo-FEichung
HE  aus (2.49) ist nichttrivial und erfordert die explizite Angabe sowohl der Basiszustéinde
als auch der in HZ* auftretenden Operatoren p? und der (in (2.18) definierten) unitiren
Operatoren e2, Wir skizzieren die wesentlichen Schritte dieser Projektion im Anhang A.
Die Projektion des Hamilton-Operators auf physikalische Zusténde stellt die volle Imple-

mentierung des Rest-GauB-Gesetzes dar. Wie nicht anders zu erwarten, gehen daher die auf

15Um die Endergebnisse transparenter zu gestalten, haben wir hier gegeniiber den Zustéinden in der
Axialen Eichung (4.29, 4.30) einen Austausch zg < yo vorgenommen.
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den jeweiligen physikalischen Sektor projizierten Hamilton-Operatoren der Axialen und der
Palumbo-Eichung ineinander iiber,

( (0000 H*

(1100] HP

0000) <0000\HP"“|1100>> B ((00}HAX 00
-\

0000) (1100|H*|1100) 10| H*|00 ' '

) (10| H**|10)

Da wir hierdurch den Ausdruck fiir baryonische Matrixelemente in der Palumbo-Eichung
(Gl.4.43) exakt in den entsprechenden Ausdruck fiir solche Matrixelemente in der Axia-
len Eichung (Gl.4.32) iiberfithrt haben, stellt die dargestellte Projektion auf physikalische
Zusténde eine alternative Methode zur Eichfixierung mittels unitéarer Transformationen dar.
Axiale und Palumbo-Eichung unterscheiden sich nach Projektion auf den physikalischen Sek-
tor nicht mehr. Wir werden uns daher von jetzt an nur noch mit dem Ausdruck (4.32) fiir
baryonische Matrixelemente in der Axialen Eichung beschéftigen.

4.3 Storungstheoretische Bestimmung der Eigenwerte
des Hamilton-Operators im statischen Limes

Wir wollen die Eigenwerte des auf den 2-Quark-Sektor projizierten Hamilton-Operators be-
stimmen. Zunéchst geben wir eine Standardiiberlegung an, wie die dazu notwendige Diago-
nalisierung des Hamilton-Operators (numerisch) durchgefiihrt werden kann. Dies ermoglicht
uns eine bessere Einordnung des spéter vorgestellten storungstheoretischen Vorgehens.

Wir betrachten das Matrixelement des Hamilton-Operators zwischen baryonischen Zusténden
aus (4.32),

<baryon | H ‘ baryonl> =

(00| H*
=X <pgllchs (CO’“’C”“> (<1O\HAX

00) <OO|HAX|1O>> (cok,) }phys>
Eich Lk’

Ax
- 00) (10|H*<[10) | \ ¢}y
__.00]00 v00\10
=-10]00"* 10|10
<phyS‘ 00|00 7 00|10 ’phys phy5’ 00|00 7 00|10 ’phyS> o
1\ Eich 10\00 10[10 | Eich Eich 10\00 10/10 | Eich /.7 7" (P
= <(601)1 ,,,,, (601)k,~-~> — /0
<phyS‘ 00|00 77 00|10 ‘phyS> <phyS‘ 00]00 770010 |phyS> ek
Eich 10\00 10|10 | Eich 1 A Eich 10\00 10]/10 | Eich r .

(4.49)

mit (co1)r = (Con, C1x)-

Es stellt sich die Aufgabe, einen Basissatz von Eichfeldwellenfunktionen anzugeben, von dem
wir bei der Diagonalisierung des auf den 2-Quark-Sektor projizierten Hamilton-Operators
ausgehen wollen. Dazu stellt man folgende Uberlegung an. Da der Hamilton-Operator pe-
riodisch in @ mit Periode 2 ist (vgl. 3.33), sind die Matrixelemente (baryon|H |baryon’)
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. . . ~co 16 D : Ax 3 00]00 7 00|10
periodisch in a . Durch explizites Einsetzen der G aus (2.52, 2.54) in Toloo H Joj10 auUS

(4.34) iiberzeugt man sich leicht davon, daf tolooHooho Jedoch mnicht periodisch in a® ist.
Daher konnen in a® periodische Eichfeldwellenfunktionen keinen vollsténdigen Satz von
Basisfunktionen bilden, mit dem sich die periodischen Matrixelemente darstellen lassen.
Andererseits ist es wiinschenswert einen Basissatz von periodischen Eichfeldwellenfunktio-
nen zu besitzen, da sich dadurch der Basissatz von einer iiberabzidhlbaren Menge von Ba-
sisfunktionen auf eine abzéhlbare Menge reduziert. Fiir eine numerische Diagonalisierung,
bei der man sich nur einen endlichen Satz von Basisfunktionen auswéhlen kann, verspricht
ein Basissatz periodischer Eichfeldwellenfunktionen daher mehr Erfolg bei der Bestimmung

der Eigenwerte des Hamilton-Operators. In [Sch93] wurde zu diesem Zweck 05100 m9%/10 mit

einer unitaren Transformation U derart transformiert, so daf§ U [?g}ggH‘ngg] UT periodisch in
a® mit Periode 2 wird!”. Mit neuen Entwicklungskoeffizienten lassen sich die Basiswellen-
funktionen <a60|Pg}CYhS> . dann periodisch in a® mit Periode 2 withlen. Weiterhin miissen die
Basisfunktionen die aus der Jacobideterminante folgende Randbedingung, fiir alle ganzzah-
ligen Werte von a® zu verschwinden, erfiillen. Als einfachster Basissatz bietet sich daher

der Satz von auf das Intervall [0, 1] orthonormierten Basisfunktionen

(aPhY$) — \Asin (kra®) . k=123, .. (4.50)

an. Man steht dann vor der Aufgabe, folgende Matrix zu diagonalisieren,

(E0|U [Gassmape] UT[R2), - (RP(U [soinr o] U'[Pa2),,
_ ' - B ' - (4.51)
(PBP|U [Shemiaie] UT[RNS), - (BRI [oosomisiis] UF[PAYE),,

mit U aus der Fufinote von Seite 27 und <d00’pE}i’Cth> . aus (4.50). Bei einer numerischen
Diagonalisierung w#hlt man sich dazu eine endliche Anzahl von Basisfunktionen aus (vgl.
[Sch93]).

Wir wollen nun das sich anfénglich stellende Problem der Nichtperiodizitat von 75100 %0110
auf andere Weise umgehen. Da besagte Nichtperiodizitdt nur in Termen auftritt, die pro-
portional zu L7, j < 0 sind (L = Umfang des Kreises, auf dem die Theorie formuliert
wurde), nicht aber in Termen, die proportional zu L' sind, wovon man sich leicht durch

explizites Einsetzen der G aus (2.52, 2.54) in %000 {910 aus (4.34) iiberzeugt, bietet es

10/00 " 10[10
sich an, die nichtperiodischen Terme in °1%° g% einfach zu vernachldssigen. Auf diese

10/00 "~ 10|10
Weise bilden in a® periodische Basisfunktionen einen vollstdndigen Satz fiir die periodi-

schen Matrixelemente. Terme, die proportional zu L° sind, sollen in einem zweiten Schritt
in Storungsrechung behandelt werden.

Man beachte an dieser Stelle, daf§ eine Umdefinition von a® (beispielsweise: a® = %ELC@) die

6Die Periodizitit resultierte aus einer Resteichsymmetrie nach der Eichfixierung (— Displacement-
Symmetrie).

17 . . . . . . .
Mit anderen Worten: U [;’glggH‘l’gHg} UT wird eichinvariant gew#hlt.
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oberflachliche L-Proportionalitit auf der hier diskutierten Operatorebene durchaus d&ndern
kann. Um pézise zu sein, definieren wir daher den periodischen Anteil von 960 {010 als
den zu L proportionalen Anteil. Mit dieser Definition kénnen wir im weiteren die L-
Proportionalitéten einzelner Terme auf naive Weise (wie oben getan) zuordnen.

Da der zu L! proportionale Anteil von Sl H oo die einfache diagonale Gestalt (vgl. 4.34,
2.52, 2.54)

g°L_ & g°L 0
87r2 (aa )5 8

(00\00 00\10) —
10j00 ™" 10/10/ (L,1) 0 _gL__ 2? _ gL + _ 9L
8m2 (8&60)2 8 4sin?(waco)

annimmt, bietet es sich an, als Basissatz von Eichfeldwellenfunktionen die Eigenfunktionen
von <OO‘H|OO>(L1) bzw. <10‘H‘10>(L1) zu wihlen, die analytisch bestimmt werden kénnen

(siche unten). Wir geben zur besseren Unterscheidung zum bisherigen Standardverfah-
ren baryonische Matrixelemente des zu L' proportionalen Hamilton-Operators in dem neu
gewdhlten Basissatz von Eichfeldwellenfunktionen an. Mit den orthonormierten Eigenfunk-

tionen <d00|pET}C;hS>Ok von <00‘H‘00>(L1) und {a* ‘p§s>1k von <10|H|10>(L1), kénnen wir einen
allgemeinen baryonischen Zustand auch schreiben als,

1 —_—
‘baryon> = chlk“o>|p13}11c{s>lk

(4.52)

=0 k&
hy
= Z(|00>7}10>) g 0 (CO’“) . (453)
k 0 ‘pE}il%S>1k I

In dieser Basis nimmt der auf den 2-Quark-Sektor projizierte und zu L' proportionale
Hamilton-Operator bereits diagonale Gestalt an,

PR ol B, (PR o, R

11<pgilcyhs| <10‘H‘00>(L1) ‘pgilcyhs>01 11<pgilcyhs| <10‘H‘10>(L1) ‘pE}ilcth>11

0k<p1*31110yhs‘ <00}H|00>(L1 }pEl;‘lcyhs>0k’ 0k<p§il%sl <00 ‘ H ‘ 10>(L1) ‘pél%s> 1k’

1k<pElilc)1,15 <10}H|00>(L1) }pgilg}l‘s>ok’ 1k<pEllilehS| <10’H’10>(L1) ’pElilc}l’ls>1k’l
T (ool ao0) o [R5, 0
0 S (o) [, 0
0 02<pE}ilc}1/;S <00‘H‘00><L1>‘pE}ilcyhs>02 0

0 .
(4.54)
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Wir haben noch die Eigenwerte von <00’H |00>
Eigenwertproblem fiir <OO‘H ‘00> ()

@) und <10|H|10>(L1) zu bestimmen. Das

. L 0? e
@1~ Gy~ ) P = Pl B, 0

mit der aus der Jacobideterminanten folgenden Randbedingung (pE}f(?'S( ©=neZ)),=0
wird gelost durch

<a001p§h5>0k = V2sin (kra®) | (4.56)
By = 98Lk2 98L , k=1,23,... .  (457)

Das Eigenwertproblem fiir <10}H ‘10> o

AC _92[/ 82 92_[/ phys . phys
i S22 (oam)’ 8 dsin’ (Waco>)|m> = B Rel), . (458)

mit der Randbedingung (pggfs( © =ne 7)), =0wird gelost durch (vgl. [Sch93] und/oder
[Kam83])

<o

<”30|p§?%s>1k = (k+12)2_1 (ij ((77:2003 sin (raco(k+1)) — (k 4 1) cos (miCO(k—H))) ,(4.59)
2 2

By = %(kﬂ)?—% , k=1,2,3,... . (4.60)

Wir wollen nun eine Storungsrechnung in L durchfithren, wobei die Stérung V' durch die
Terme des Hamilton-Operators, die proportional zu (L°) sind, gegeben ist, d.h. genauer'®,

(A 1) - (i ),

00) (10/H|10)

3.2 g%d ¢ 40
(4.34) ( §g°ld|+2m —ifg (COt(mpO)ising(awaCO)) >

- 2 N
i%(cot(wéco)— _7a%0 ) —é92|d|+2m

sin2 (7rac0)

(4.61)
Wir vernachlissigen Terme des Hamilton-Operators, die proportional zu L7, j < —1 sind.
Die Energiekorrektur zu 01<pEiC3}’lS|<oo‘H‘oo>(L1)’pEiC{s>01 = FEp = 0 ist damit in 1.0rdnung
Storungsrechnung gegeben durch,

Ay = (R|(oo]v]oo)[P2%),,
= 2l +om (4.62)

18Der Beitrag 2m des Masseterms wurde in den Stérterm mit aufgenommen, da er formal proportional
zu L0 ist. Er kann selbstverstiandlich auch zum , ungestorten” Problem gezihlt werden.
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so daf} der korrigierte Energie-Eigenwert gegeben ist durch,
~ 3 9
E1 = E01 + AEOl = gg ’d| + 2m . (463)

Aufgrund der Entartung
Evx = Eogry) (4.64)

miissen wir zur Bestimmung der Energickorrekturen zu Fy; = H<PE*}CYhS\<1o|H]10>(L1)|P§}6Yhs>n

und Egp = 02<p]§i‘cyhs‘ <OO|H|OO>(L1) |p£3}:s>02 entartete Storungstheorie anwenden, d.h. wir miissen
die Storung im Raum der entarteten Zusténde und damit die Matrix

PR ol ) B, (PR ol ), | _ (it e )
PRl ), (o) PR, )\ PRl om
(4.65)
diagonalisieren. Die Eigenwerte berechnen sich zu
AE, = —§g2|d\ +2m : AEy = gg2]d| +2m (4.66)

so daf§ die in 1.0rdnung Storungsrechnung korrigierten Energie-Eigenwerte gegeben sind
durch,

- 3 3
By, = E11+AE1:§g2L—§g2|d|+2m , (4.67)
_ 3 by
E; = En+AE; = ggzL + 592|d| +2m . (4.68)

Die Bestimmung der Korrekturen zu E, = FEyz verlauft vollkommen analog und fiihrt zu
den korrigierten Energie-Eigenwerten E4, E5 (und so weiter, ad infinitum).

Das beachtenswerte Resultat ist, daf§ die Storungsrechnung 1.Ordnung in L bereits die in
[Sch93] auf analytischem Wege gewonnenen exakten Ergebnisse fiir die Energie-Eigenwerte
liefert. Dies ist jedoch nicht weiter verwunderlich, da die exakten Energie-Eigenwerte keinen
Anteil besitzen, der proportional zu L?, j < —1 ist. In der Stérungsrechnung werden zu
L7, j < —1 proportionale Terme erst in 2. und héherer Ordnung produziert (der Energie-
nenner in 2.0rdnung Stérungstheorie ist stets proportional zu L !). Andererseits hatten
wir die zu L7, j < —1 proportionalen Terme von Toloo H1olio von vornherein vernachlassigt.
Da damit alle Korrekturen zu unseren Nihrerungen proportional zu L/, j < —1 sind,
muf} die Storungsrechnung 1.0Ordnung mit (‘jg}ggH?gHg) ) als Storung bereits die exakten
Resultate liefern. Dies wirft die Frage auf, warum bei den exakten Ergebnissen fiir die
Energie-Eigenwerte keine Beitrige auftreten, die proportional zu L7, j < —1 sind. Eine
einfache Antwort auf diese Frage wiirde somit eine a priori Rechtfertigung fiir die vorge-
stellte Storungsrechnung liefern. Leider konnten wir bis jetzt keine einfache Antwort auf
diese Frage finden.

Wir wollen die physikalisch wichtigen Folgerungen aus dem ermittelten Eigenwertspektrum
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kurz referieren (fiir eine ausfiihrliche Diskussion siehe [Sch93]). Die Betrachtung der kor-
rigierten (= exakten) Energie-Eigenwerte zeigt, dafi lediglich ein Energie-Eigenwert nicht
proportional zu L' ist und damit im Kontinuumslimes L — oo nicht divergiert. Da die
Energie-Korrekturen nur proportional zu L° sind, wird diese L-Proportionalitéit bereits vom

yungestorten Hamilton-Operator (fg}gglig’gﬁg) ) getragen. Wir betrachten daher nur die

Eigenzusténde des ,,ungestérten” Hamilton-Operators, die bereits das L-Verhalten hervor-
rufen.

Der Eigenzustand des ungestorten Hamilton-Operators, der zum einzigen Eigenwert gehort,
der nicht proportional zu L' ist, ist der zum fermionischen Farb-Singulett abgekoppelte

Zustand }00>‘pE}i‘Cth>01. Alle anderen Eigenzustiande, insbesondere alle Zusténde, die im fer-
mionischen Sektor zum Farb-Triplett ’10> abgekoppelt wurden, besitzen zu L' proportionale
Energie-Eigenwerte, so dafl es nicht moglich ist, diese Zustande im Kontinuumslimes L — oo
anzuregen'®. Das ermittelte Energiespektrum des zu L proportionalen Hamilton-Operators
liefert somit eine Rechtfertigung des Farbdogmas des nichtrelativistischen Quark-Models, in
dem die Quarkfreiheitsgrade stets zum Farb-Singulett abgekoppelt werden. Dadurch wird
die Existenz von Zustédnden ausgeschlossen, die gruppentheoretisch erwartet, im Spektrum
jedoch nicht beobachtet werden.

Um den Grund fiir das unterschiedliche Energieverhalten der energetisch niedrigst liegenden
Farb-Singulett und Farb-Triplett-Zustdnde noch einmal in aller Kiirze deutlich zu machen,
geben wir den Anteil des Hamilton-Operators an, der (noch vor der Projektion auf physi-
kalische Zustéinde) (naiv) proportional zu L' ist (vgl. 4.10, 3.20, 2.48, 2.52),

g’L 0*  ¢’L  ¢°L (Qquwm)’

Hown = — 4.69
) 82 (adco)Q 8 8 sin*(maco) (4.69)
N / N 7
Vv Vo
von Hl‘/\?l)jllmode von Hé:;ul

Man erkennt, daf lediglich Zustéinde mit fermionischer Farbladung an den zu L proportio-
nalen Anteil des Coulombpotentials ankoppeln. Dieses zusétzliche Potential fiir Zusténde
fermionischer Ladung 148t bereits die Energie des energetisch niedrigst liegenden Triplett-
zustandes mit der Lange L des Intervalls divergieren.

YDa ein Potential nur bis auf eine Konstante bestimmt ist, kann das gesamte Spektrum natiirlich um
eine Konstante (evt.ox L) verschoben werden. Wichtig ist an dieser Stelle nur, dafl der Zustand niedrigster
Energie von den iibrigen Zustéinden um einen mit der Lange L des Intervalls divergierenden Betrag abweicht.



Kapitel 5

Zusammenfassung und Diskussion

In dieser Arbeit wurde die 141 dimensionale Quantenchromodynamik auf dem Kreis in
Axialer und Palumbo-Eichung vergleichend dargestellt.

Nachdem wir den Vergleich zwischen diesen beiden Eichungen auf den statischen Limes der
QCD1, 1 mit einer SU(2) Farbgruppe und fiir baryonische Zusténde spezialisiert hatten, de-
monstrierten wir innerhalb dieser Approximation, wie auf systematische Weise die durch das
Rest-GauB-Gesetz bestimmten, physikalischen Basiszustdnde konstruiert werden koénnen.
Wichtig fiir die explizite Konstruktion physikalischer Zustdnde war insbesondere die triviale
Vakuumstruktur im statischen Limes. Durch Projektion der Hamilton-Operatoren der Axia-
len und der Palumbo-Eichung auf die konstruierten physikalischen Basiszustéinde gelang es
uns, den Hamilton-Operator der Palumbo-Eichung in den Hamilton-Operator der Axialen
Eichung {iberzufiithren. Da sich in 1+1 Dimensionen die Palumbo-Eichung von der Axialen
Eichung im wesentlichen dahingehend unterscheidet, dafl in dieser Eichung eine abschlie-
Bende unitdare Eichfixierungstransformation nicht durchgefiithrt wurde, zeigt die explizite
Projektion auf physikalische Zusténde, dafl eine solche Projektion eine alternative Methode
zur Fixierung der Eichung mittels unitdrer Transformationen darstellt. Es ist nicht auszu-
schliefen, dafl die durch das Gauf3-Gesetz bestimmten physikalischen Zustédnde bereits vor
jeglicher unitdrer Eichfixierungstransformation in expliziter Weise innerhalb der Approxi-
mation des statischen Limes konstruiert werden kénnen. Mit einer Projektion des Hamilton-
Operators auf derartig konstruierte Zusténde wiirde man bei der Eichfixierung génzlich auf
unitire Eichfixierungstransformationen verzichten. Allerdings diirfte sich eine derartige Pro-
jektion als sehr aufwendig erweisen (der Aufwand der Projektion in der Palumbo-Eichung
ist bereits um ein Vielfaches grofier als in der Axialen Eichung!).

Abschlieflend zeigten wir, wie das exakte Spektrum des Hamilton-Operators fiir baryo-
nische Zustidnde bereits in entarteter Storungsrechnung 1.0Ordnung in L erhalten werden
kann, wobei L der Umfang des Kreises ist, auf dem die Theorie formuliert wird. Als
ungestorter Hamilton-Operator wurde dabei der Anteil des auf den 2-Quark-Sektor pro-
jizierten Hamilton-Operators definiert, der sich als eichinvariant unter der Displacement-
und Permutations-Symmetrie entpuppte. Dieser Term definierte uns gleichzeitig eine Skala,
auf der wir die Anteile des auf den 2-Quark-Sektor projizierten Hamilton-Operators nach
Ordnungen des Umfangs L des Kreises sortieren konnten. Der Grund fiir die exakten Er-
gebnisse der Storungsrechnung 1.0rdnung lag im wesentlichen am exakten Spektrum selbst.

39
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Da alle Korrekturen zu den gemachten Néherungen der Stérungsrechnung 1.Ordnung nur
zu Beitrdgen fithren konnten, die proportional zu 1/L sind, solche Beitrige im exakten
Spektrum jedoch nicht auftreten, mufite die Stérungsrechnung 1.0rdnung zwangslaufig die
exakten Resultate liefern. Eine einfache Begriindung fiir das Nichtauftreten von 1/ L-Termen
im Spektrum wiirde eine a priori Rechtfertigung fiir die Stérungsrechnung 1.0Ordnung in L
liefern.

Abschliefend wiesen wir darauf hin, dafl das ermittelte Energiespektrum eine partielle Recht-
fertigung fiir das Farbdogma des nichtrelativistischen Quark-Models liefert, da im Kontinu-
umslimes lediglich der im fermionischen Sektor zum Farb-Singulett abgekoppelte Zustand
niedrigster Energie eine nicht mit dem Umfang L des Kreises divergierende Anregungsener-
gie besitzt. Farb-Triplett-Zustéinde dagegen werden im Kontinuumslimes aufgrund ihrer
divergierenden Anregungsenergie stets ,eingefroren”. Fiir die Form des Spektrums waren
im wesentlichen die gluonischen Nullmoden verantwortlich, die in einer Kontinuumsfor-
mulierung der Theorie nicht auftreten. Die Rechtfertigung des Farbdogmas innerhalb des
betrachteten Modells ist somit letztendlich auf die sorgfiltige Behandlung der Theorie auf
dem endlichen Intervall zuriickzufiihren. Diese Erkenntnis geht jedoch bereits auf [Sch93]
zuriick.



Anhang A

Projektion des Hamilton-Operators
in der Palumbo-Eichung auf

physikalische 2-Quark-Zustinde

Wir wollen insbesondere zeigen, wie sich die nichttriviale Projektion des Coulombpotenti-
als der Palumbo-Eichung auf baryonische Zusténde durchfiithren 148t. Dazu spezialisieren
wir als erstes den Ausdruck (2.49) fiir das Coulombpotential der Palumbo-Eichung auf die
SU(2) (= p,q = 1,2) und verwenden die in (2.53, 2.54) eingefiithrte Abkiirzung fiir die im
Coulombpotential auftretende Summe,

Palumbo g2L —igA )\a ZgA —igA )\b igA g a b Pal
HCOul = T Z € ?6 € 56 dlL’dy pm(x)pm(y) qu (ZE - y)
qp 2

P.q 0
a,b

(A.1)
Wir benétigen zunichst einen expliziten Ausdruck fiir die unitire Matrix €92, die in (2.18)
als die 0/ L diagonalisierende Transformationsmatrix definiert wurde,

—a . (2.18)

Die Spalten der (inversen) Transformationsmatrix e*%4 sind die Eigenvektoren der Matrix
0/ L. Explizite Diagonalisierung und Bestimmung der Eigenvektoren fiihrt nach Normierung

zur unitdren Matrix e*9?,

020! 020!
\/27'(7"—93) \/QT(T+03)
GioA _ =00 (A.2)
[ r=63 r+63
2r 2r
Damit sind wir in der Lage, die in H:* auftretenden Ausdriicke (e_igA’\?eigA)pq, (a =

1,2,3) zu bestimmen. Letztendlich relevant fiir H5* | sind nur die aufsummierten Ausdriicke

41
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(e*i«"A pﬁl’\;eigA)qp. Hierfiir ergibt sich, wenn man von den kartesischen Koordinaten 6%, 62, 63

zu sphérischen Polarkoordinaten r, 9, ¢ iibergeht,

(6fngpmeng> —
p}n sin ¥ cos <p+pgn sin ¥ sin <p+p§n cos ¥ 7p}n (cos 9 cos p+1i sin gp) 791271, (cos ¥ sin p—1i cos Lp) +p%,L sin ¢
3
ot (comtcomomisins) o2 (comaimgsicons) by sing (b s comiot i i gy con )
Pm \ cos ¥ cos p—isinp Pm \ cos ¥ sin p+icos ¢ | +pp, sind Pim Sin ¥ cos p+pp, sin ¥ sin p+pp, cos 9
(A.3)
Bei diesem Ausdruck beachte man, dafl
—igA igA) _ (figA igA)T A
e e = [e e A4
(7% pme ) pme ) (A4)
—igA igA _ ( —igA igA
(e Pm€ )11 = \€ Pm€ )22 <A'5)

Unter Ausnutzung von (A.5) und GPl(x — y) = Gal(y — x) (Gl 2.55) schreibt sich das
Coulombpotential (A.1) in der Form,

g°L
Hg:‘lﬂ = — /dl’dy 2G11)1a1(xfy) (e‘igAp(:v)eigA> <e‘i9Ap(y)ei9A>
4 11 11
+ G5l (z—y) {(eigﬁp(ﬂc)ei‘m> (e*igAp(y)eigA> +<6’i9Ap(y)eigA) (6’19%(1)61%) }
12 21 21 12
(A.6)
Man entnimmt der expliziten Form der (e=%%p,,e"?),, aus (A.3), daB sich die in HE

Coul
auftretenden Ausdriicke (e_igAp(x)ei9A> <e‘i9Ap(y)ei9A) stets in der Form
qp Pq

> A A () ph, () mit A*€C (A7)

schreiben lassen. Im Anhang B wird die Wirkung solcher Operatoren auf die Basiszustéinde

‘0000>, > bestimmt.
Fiir den Operator (e‘igAp(x)eigA) (e_igAp(y)ei9A> identifizieren wir nach (A.3) A® mit
1 1
1 sin ¥ cos ¢
A= 5 sin v sin ¢ , (A.8)
cos v

so daf} insbesondere alle A” reell sind. Fiir reelle A* vereinfachen sich die Formeln (B.8, B.9)
im Anhang B unter Ausnutzung von (B.7) betrichtlich. Wir erhalten mit den Abkiirzungen
(B.6) aus Anhang B,

—i i —i i 1
(e 98 p(x)e 9A> . <€ 92 p(y)e QA) 0000) = T (6., — #y) 0000) , (A.9)
1

|1100) = 6(5;:y 5,..,)]1100) . (A.10)

—_
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Fiir (e_igAp(x)eigA) . (e_igAp(y)ei9A> ist nach (A.3) A” gegeben durch

21

—(cosﬁcosgo — isingp)
Azi —(cosUsin g + i cosp) , (A.11)
sin ¥

womit aus (B.8, B.9) folgt,
<e‘i9Ap(:c)ei9A> <e‘i9Ap(y ng) 10000) = 1(si,-d;,,)|0000)+2 (5:—, 3, ) |1100),
(A.12)
|1100> = %(6;:y+6;¢y)|0000>+§( A )‘1100>
(A.13)

12

Die Wirkung von <e‘i9Ap(y)ei9A> (e_igAp(x)ei9A> auf [0000), [1100) erhélt man nun
21 12

leicht durch Symmetriebetrachtungen®,

(e_igAp(y)eigA>2l(e_igAp(x ’9A> 0000) = 1(st,-o7,)|0000)~2 (57,+3;, ) |1100),

(A.14)
11100) = —1(6m,—0,,) [0000)+1 (st +67,, ) [1100).
(A.15)
Unter Ausnutzung von G11(0) = 0 (Gl. 2.56) und G735 = G735 — —CO)2 (GL.2.53) lassen

sich nun mit Hilfe von (A.6, A9, A.10, A.12 ~A.15) leicht die Matrixelemente von HZ
angeben,

(0000| HEz,|0000) (0000 HE [1100) ) L1 (1 0 ) N
(1100|HE= [0000) (1100|HE= [1100) | 4 m2(ae0)2 \ 0 1
L oL ( — () (R (@) + G (—d)) +2G25(0) (o8 -cty-a) )
16 (et @-ct(-a) G @+ (G (@ a () 260 )
(A.16)

g°L 1 (00
4 72(ac0)2 \o1

denterm H? (G1.3.32) auftretenden Ausdruck —|— CO)Q ( é

Nullmode

) in diesem Ausdruck hebt sich gegen den im kinetischen Nullmo-

o)

Der Term —
£2
£2

i2
[22

0000
1100

0000> 0000
0000> 1100

'Es sind die Symmetrien der im Anhang B eingefithrten Gréfien gemeint:
(z—y) < (Oppy = —00zyy)
(A1237°5) o —(A123777)
(Ao Ae | (A12) e (A2
A2A1* _ A1A2* PN _(A2A1>s< _ AIAQ*)
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weg, so daf fiir H" = H® + H,, + H* schlieBlich folgt,

Nullmode

(0000 H**'|0000) (0000|H™*|1100)\ {_ gL & L o } ( 10 ) N
(1100] (0000 (1100[Hr=[1100) ) ~ | 822 (@aw)z 8 ]\ 0 1
L 9L ([ —otr@-(of@rotra) 260 (A @-c(-a)
16 + (e @-ci3(-a)) ~GR @D+ (G @G () +26850) )
(A.17)

Ein Vergleich mit dem entsprechenden Ausdruck in der Axialen Eichung (G1.4.34) zeigt,

(0000|H™™ 00) (00|H**|10)
((1100\}[% 00) (10|H410) ) (A-18)

0000) <0000\HP61|1100>> B (<oo\HAX

0000) (1100|H?[1100) ) \ (10| HAx

Dies war zu beweisen.



Anhang B

Erginzungen zur Projektion auf
physikalische Basiszustinde in der
Palumbo-Eichung

Es ist unser Ziel, die Wirkung von Operatoren der Struktur »_ , A Abpe (2)pb (y) mit

A® € C auf die Basiszustiande OOOO>7 ’1100> zu bestimmen. Diese Basiszustédnde bauen sich
nach (4.46) im fermionischen Sektor aus ‘O 0>, 1 O>, |1 —1>, }1 1> auf. Die |lm> sind wie-

Quark Quark Quark Quark Quark
derum durch auf das Vakuum wirkende Quarkerzeuger gbj gegeben. So ist z.B. nach (4.46)
[1-1) = |2 -2),. % 4., = Sh(wo)h(o) [yac

Ferm/*
Quark

b
Al

Die fermionischen Ladungsdichten p? (y) sind nach (2.5) definiert iiber p°, (y) = 4! (y) 20 (y),
wobei ¥; = (fg;) und die A* in einer Darstellung mit diagonalem A\* durch die Pauli-Spin-

Matrizen gegel;en sind. Da die baryonischen Zustédnde keine Antiquarks enthalten, wirken
die Anteile mit Antiquarkvernichtern y; in den p?, ohne Antikommutationsrest auf das Va-
kuum. Diese Anteile brauchen daher nicht weiter betrachtet zu werden. Die relevanten
Anteile der p° fiir unsere baryonischen Zustinde sind somit gegeben durch,

) = 50 olWba(y) + olw)ery) )
p2(y) = 3 —dl(W)e2(y) + b (w)erly) ) (B.1)
p2y) = L0 sl()ei(y) — ol (w)euly) )

Indem man nun die Vernichtungsoperatoren in den p?, so lange an den Erzeugungsopera-
toren in den |lm> vorbeizieht, bis sie auf das Vakuum wirken und somit Null ergeben,
Quark

bestimmen wir die Wirkung der 3 Operatoren p?, auf die 4 fermionischen Zustiinde ‘l m>
Quark

(— 3-4 = 12 Terme). Anschlieflend werden diese Ausdriicke zusammengefafit zu den 4

45
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Termen >,=7 A'pb, (y) |1 m),

Quark

Avph () [00) = 31 (80 —umo { (A14iA2) |1-1) —(A1-ia?) |11) }+%(5yy0—§yxo)A3 |10,

Quark Quark Quark Quark

‘10> = 212 Syyo+0yzq { (AT +iA2) |171>+(A1—1'A2 |11> }+%(5yy0 yzO)Aif |00> ,

Quark Quark Quark Quark <B2)

’1_1> = 212(A1—1A2 { (8yyo —0yap) |00> +(Syyo+0yag) |1o>} %(6yy0+6yzo)A !1_1> )

Quark Quark Quark Quark

’1 1> = 5= L (A1+iA2) {—(5yy0—5yzo) |00> +(8yyo +0yag) !1 0> }+% (5yy0+5yzo)A3 {1 1> ,

Quark Quark Quark Quark

Durch wiederholte Anwendung dieser Relationen (B.2) gewinnen wir die 4 Ausdriicke
A% pa (2)Abpl (y) {l m). Damit Bt sich die Wirkung von A**A%p2 (2)pb, (y) auf |0000> und

Quark

1100) bestimmen,

Aa*Abp,‘fn(x)p’,’n(y)}OOOO> = ‘00> Aax Abpa pb. }00> , (B.3)
Gluon Quark
}1100> = % ( {1 71> Aax Ab pa pb ‘1 1> + ’1 1> Aa* Ab pa pb ‘1 71> - ’10> Aa* Ab pa pb }10> ) .
Gluon Quark Gluon Quark Gluon Quark
(B.4)

Um die Ergebnisse ‘iibersichtlich’ zu gestalten, fithren wir folgende suggestive Abkiirzungen
ein,

(A123444) = %[(Al+2A2)A3*+A3(A1*+1A2*)} (A1244) := (A144A2)(AL*+iA%"),
(,4123+ 1) = I [ (A14iA2) A% - a3 (AT 1Az, (A124_) i= (AL 4+iA2)(A1*—iA2%), B.5)
(A123_4 ) = L [(A1-iA2) A% 4 AP (AL —iA?) | (A12_4) = (A1 —iA2)(AT*4iA2), '
(4123 ) = L [(A1-iA2) A% - AB(AL—iA2)] (A12__) := (A1 —iA2)(A1*—iA%"),

Sy =00 Oy EOyag O , 0%, =0y o £y Ormg (B.6)

Fiir reelle A gilt insbesondere,

(A123, )= (A123___)=0

(A12+7) = (A127+) — (A1)2+(A2)2 (B?)

Mit Hilfe der Abkiirzungen (B.5, B.6) schreibt sich die Wirkung der A% Abp2 (z)p°,(y) auf
10000), ),

Aa*Abpm(:E

‘0000> =

v

(|A1|2+|A2|2+\A3|2) ‘0000>

loo) [(A123+_+) [1-1) +(ar23- ) [11) —i(Azare—araz) ‘10}] :
Gluon Quark Quark Quark

(6255,
(0s-i2-)

(B.8)

AT
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A% Abp2, (@)t (4)] 1100) =

i%{ loo)  (siytar,,) |:—7,<A2A1 —A1A2+) {10>+(Al23+ Ii- 1>+ A123___) ‘11”
Quark luo: Gluon Gluon

Quark Gluon Gluon Gluon

+|171>[ Sa— <+(A123++ |10> + (A12_4) ‘11> +|A3]2 ‘11>)

467, | +(A123444) |10> + (A1244) !1 1> + |A3)2 ‘11>

zF#y
Gluon Gluon Gluon

(A123___) ’1o> + (A124) ’1 _1> + |A3)? ‘1 _1>
Gluon Gluon Gluon

+|11>[

Quark

Gluon Gluon Gluon
7|1o>[ A1|2+\A2|2+\A3 ‘10> + (A1234_4) ‘1 1> — (A123___) ’11>>

Quark Gluon Gluon Gluon

- (-

+5#y< (A123_ 4 ‘10> +(A12_1) ‘11> + 1432 ‘171>> ]
A
((

AT 4422 A%12)  [10) - (A123444) [1-1) +(A123_) [11) ]}

Gluon Gluon Gluon
(B.9)

+
+51¢y

Diese Formeln finden ihre Anwendung im Anhang A 1.

1Um fiir vorgegebene A% die Wirkung von A% A®p2 (z)p, (y) auf |0000>7
det man die explizite Form der (4, ¢ |im) aus (4.47).

Gluon
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